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In den letzten zwei Jahren hat die neue Wellenmechanik eine starke 
perimentelle Stütze durch die Entdeckung eines Phänomens bekommen, 
s bisher ganz unbekannt war: der Beugung von Elektronen an Kristallen. 

Man könnte gewissermaßen sagen, daß diese Entdeckung genau das 
genstück zu der früheren Entdeckung des Photoeffekts ist, denn sie 
weist, daß man bisher für die Materie ebenso wie für das Licht eine 
ite der Wirklichkeit übersehen hatte. 

Aus dem Photoeffekt hatte man gelernt, daß die Wellentheorie des 
ichts, die von FRESNEL begründet und dann von MAxwELL in die elektro- 
agnetische Theorie umgewandelt worden war, nicht vollständig ausrei- 
end ist, obwohl sie einen großen Teil Wahrheit enthält. Vielmehr 
uß man in gewissem Sinne zu der alten Nzwronschen Vorstellung der 
ichtkorpuskeln zurückkehren. 

In seiner berühmten Theorie der schwarzen Strahlung war PLANCK zu 
r Annahme geführt worden, daß jede Strahlung der Frequenz v immer 
gleichen endlichen Beträgen erzeugt und absorbiert wird, und zwar in 
Juanten der Größe Av. Hier ist h eine universelle Konstante, mit der 
LANCKS Name immer verbunden sein wird. Zur Erklärung des photo- 
ektrischen Effekts brauchte Einstein nur, ganz im Einklang mit PLANCKS 
een, die folgende Hypothese einzuführen: Das Licht besteht aus Kor- 
skeln, deren Energie Av ist, wenn das Licht die Frequenz v hat. Wenn 
n Lichtquant durch ein Stück einer Substanz fliegt und dabei auf ein 
hendes Elektron stößt, kann es seine Energie abgeben, und das so aus- 
löste Elektron wird aus der Substanz austreten. Seine kinetische Energie 
t dann gleich der Differenz aus der erhaltenen Energie hv und der Arbeit, 
je es aufwenden muß, um die Substanz zu verlassen. Damit hat man 
nau das Erfahrungsgesetz des Photoeffekts, wie es in der Folge für 
le Strahlungen von der ultravioletten bis zu den Röntgen- und y-Strahlen 
stätigt worden ist. Eıysteiv hat diesen Gedanken weiter entwickelt 


1) Die Einleitung ist die Wiedergabe einer Rede, die der Verfasser auf einer 
ersammlung der „British Association“ in Glasgow im September 1928 hielt. 
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und gezeigt, daß man als Folge der Lichtquantenhypothese jedem dieser 
Quanten außer der Energie W = Av auch einen Impuls p = ? zuschreiben 


muß. Durch diese beiden Relationen ist das Lichtquant der Frequenz v 
energetisch vollständig bestimmt. 

Inzwischen ist die Ernstersche Theorie durch die Auffindung des 
Comrron-Effekts bestätigt worden. Darunter versteht man folgendes: 
Ein Bündel Röntgenstrahlen, das auf ein Stück Materie fällt, kann eine 
Frequenzerniedrigung erfahren und dabei Elektronen verschiedener Ge- 
schwindigkeit auslösen. Man kann diese Erscheinung leicht durch die An- 
nahme erklären, daß ein Zusammenstoß zwischen einem Lichtquant und 
einem ursprünglich ruhenden Elektron stattgefunden hat. Während des 
Stoßes übernimmt das Elektron Energie von dem Quant und setzt sich 
in Bewegung. Das Lichtquant hat also einen Teil seiner Energie verloren, 
und da die Beziehung W = hy immer richtig sein muß, wird die Frequenz 
des Lichts nach dem Stoß kleiner als vorher sein. 

Die Theorie des Compron-Effekts auf Grund der beiden Relationen 


W= hy undp= 2 ist von ComPTON selbst und von DEBYE entwickelt 


worden. Sie konnte durch die Erfahrung quantitativ bestätigt werden 
und so einen neuen schönen Erfolg der Hypothese von der atomistischen 
Struktur des Lichts geben. 

Trotz dieser Erfolge ist aber die Lichtquantentheorie allein noch nicht 
ausreichend. Erstens verlangen die Beugungs- und Interferenzerscheinungen 
die Benutzung der Wellenvorstellung und zweitens setzen die Beziehungen 


hv 2. $ : 
W = hv, p= — die Existenz einer Frequenz » voraus. 


Hieraus sieht man, daß das Licht nicht einfach aus bewegten Teilchen 
bestehen kann. Aber die Entdeckung des Photoeffekts und die Bestätigung 
durch den Comrpron-Effekt machen es notwendig, in der Optik außer von 
Wellen auch von Korpuskeln zu reden. Es scheint hier eine merkwürdige 
„Dualität‘‘ der Natur vorzuliegen. 

In der Optik hat man seit einem Jahrhundert die korpuskulare 
Betrachtungsweise zu sehr über der wellenmäßigen vernachlässigt; ist 
nicht vielleicht in der Theorie der Materie der umgekehrte Fehler be- 
gangen worden? Hat man nicht zu viel an das Bild der „Korpuskeln“ 
gedacht und das Bild der „Wellen“ zu sehr vernachlässigt? Diese Frage 
hat sich der Verfasser des vorliegenden Buches vor einigen Jahren ge- 
stellt, als er über die Analogie zwischen dem Prinzip der kleinsten Wirkung 
und dem FermaArschen Prinzip nachdachte und über den Sinn der ge- 
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heimnisvollen Quantenbedingungen, die Pranck, Bour, Wırson und 
SOMMERFELD in die Atomdynamik eingeführt hatten. Durch Gedanken- 
gänge, die in diesem Buche näher behandelt werden sollen, kann man 
zu der Überzeugung kommen, daß man auch in die Mechanik Wellen ein- 
führen muß, und zwar in folgender Form. 

Man habe ein materielles Teilchen (z. B. ein Elektron) von der Masse m, 
das sich kräftefrei mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt. 

Wenn man die Formeln der speziellen Relativitätstheorie benutzt, so 
sind Energie und Impuls: 


E a E ANLA er 
een ( =5) (1) 
c ist hier die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Nach der neuen Theorie 
hat man dem Teilchen eine Welle zuzuordnen, die sich in der Bewegungs- 
richtung fortpflanzt. Ihre Frequenz ist 
WwW 


= Te , (2) 
ihre Phasengeschwindigkeit 
c? c 
Pa z’ (3) 
also: 
hv Wv l 
P N E a (4) 
Wenn also A die Wellenlänge der zugeordneten Welle ist, hat man 
y h 


® 
Versucht man, dieselben Formeln jetzt auf ein Lichtquant, statt auf ein 
Massenteilchen anzuwenden, so muß man v = c¢ setzen und hat 


W=h», en (6) 


C 


Das sind genau die Grundgleichungen der Lichtquantentheorie. Unsere 
Gleichungen (2) und (5) sind also so allgemein, daß sie sowohl für Materie 
wie für Strahlung gelten und bringen in beiden Fällen die Notwendigkeit 
zum Ausdruck, gleichzeitig von Wellen und von Korpuskeln zu reden. 

Die schönen Arbeiten von SCHRÖDINGER haben, wie wir später im 
Einzelnen sehen werden, gezeigt, daß die klassische Mechanik dem Grenz- 
fall entspricht, wo die zugeordnete Welle den Gesetzen der geometrischen 
Optik folgt. In diesem Fall kann man sich vorstellen, daß das Teilchen 
einen der „Strahlen“ der Welle beschreibt, und zwar mit der Lorn Rax- 


LeiGuschen Gruppengeschwindigkeit. 
1 * 


4 Einleitung. 


Man kann also diesen Vorgang so betrachten, als ob das Teilchen 
aus einer Gruppe von Wellen mit sehr wenig verschiedenen Frequenzen 
besteht. Das gibt ein Modell der Korpuskel, das sehr befriedigend wäre, 
wenn man es verallgemeinern könnte; leider ist das aber nicht der Fall. 

Man beachte, daß in dem Fall, wo die zugeordnete Welle den Gesetzen 
der geometrischen Optik folgt, kein Experiment die Existenz der Wellen 
beweisen kann. Denn das Resultat eines solchen Experiments kann 
immer so ausgelegt werden, als ob es nur die Gültigkeit der klassischen 
Mechanik bestätigt. Aber die Verhältnisse liegen anders, sobald die geo- 
metrische Optik keine hinreichende Näherung für die Ausbreitungsgesetze 
der zugeordneten Welle ist. Wir werden dann nach der neuen Vorstellung 
Erscheinungen erwarten, die nach der klassischen Mechanik ganz un- 
verständlich und daher für die neue Wellendynamik charakteristisch sind. 

Im eigentlichen Gebiet der neuen Dynamik kann man sich meistens 
auf das Prinzip verlassen, daß das Quadrat der Wellenamplitude, die 
Intensität, an einem bestimmten Ort und zu einer bestimmten Zeit die 
Wahrscheinlichkeit dafür liefert, daß sich das Teilchen zu dieser Zeit an 
diesem Ort befindet. Man überlegt leicht, daß dieses Prinzip notwendig ist, 
um Beugung und Interferenz zu erklären, denn da, wo in der Optik die 
Fresneusche Welle die größte Intensität hat, kann auch im Mittel die 
meiste Lichtenergie nachgewiesen werden. 

Da wir es uns zum Grundsatz gemacht haben, die Vorstellungen von 
Licht und Materie einander so weit wie möglich zu nähern, ist es natür- 
lich, diese im optischen Fall notwendige Annahme auf Massenteilchen zu 
übertragen. 

Wir kommen so zu dem Gedanken, daß die materiellen Korpuskeln Er- 
scheinungen analog der Interferenz und Beugung des Lichts zeigen müssen 
und daß die Rechenmethoden in beiden Fällen sehr ähnlich sein werden. 
Mit den neuen Vorstellungen wird einem Schwarm von Elektronen gleicher 
Geschwindigkeit eine ebene monochromatische Welle zugeordnet. Nehmen 
wir nun an, daß diese Welle auf ein Medium mit regelmäßiger Struktur 
trifft, z. B. auf einen Kristall. Sind die Abstände zwischen den Elementen 
dieser Struktur von derselben Größenordnung wie die Wellenlänge der 
einfallenden Welle, so wird die Welle gebeugt werden, und in gewissen, 
leicht berechenbaren Richtungen wird die Amplitude der Streuwelle 
Maxima haben. Man muß also erwarten, daß die Verteilung der Elektronen 
nach dem Prozeß gewisse Richtungen bevorzugt. Man hätte dann das 
genaue Analogon zu den Lauzschen Röntgenstrahlenexperimenten, und 
wenn die Erfahrung die Erwartungen der Theorie bestätigt, so hätte man 
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einen direkten und zwingenden Beweis für die Notwendigkeit, die Korpuskel- 
vorstellung auch für die Materie durch die Wellenvorstellung zu ergänzen. 

Diese Experimente wurden auf verschiedenen Wegen und unter ver- 
schiedenen Bedingungen von Davisson und GERMER in New York, G. P. 
Tuomson in Aberdeen und Rupp in Göttingen ausgeführt. Die Über- 
einstimmung zwischen Theorie und Experiment ist ausgezeichnet; die 
Abweichungen, die man in den ersten Experimenten von Davısson und 
GERMER gefunden hatte, scheinen sich auf ganz natürliche Weise er- 
‚klären zu lassen, wenn man den Brechungsindex des Kristalls für die 
Wellen in Betracht zieht. 

Rurp hat kürzlich sogar die Beugung eines Elektronenstrahls an 
einem gewöhnlichen Strichgitter bei streifendem Einfall zeigen können. 
Die experimentelle Bestätigung ist also so vollständig, wie man sie nur 
wünschen kann. 


Eine Reihe von wundervollen experimentellen Ergebnissen hat also klar 
gezeigt, daß man in der Physik immer gleichzeitig sowohl mit Wellen als 
auch mit Korpuskeln arbeiten muß. Aber was diese Dualität ‚Wellen 
und Korpuskeln“ eigentlich bedeutet, ist eine schwierige Frage, die noch 
lange nicht klar genug durchschaut worden ist. 

Den Grundgedanken hat SCHRÖDINGER am Anfang seiner Arbeiten 
ausgesprochen: Die Korpuskel, das Elektron, besteht aus einer Gruppe 
von Wellen, einem sogenannten „Wellenpaket“. Wir haben gesehen, 
daß man das durchführen kann, solange man die Erscheinungen betrachtet, 
die der klassischen Mechanik genügen, ıd. h., in der neuen Sprache, die 
Erscheinungen, bei denen die Ausbreitung der zugeordneten Welle nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik erfolgt. Geht man aber zu dem 
eigentlichen Gebiet der neuen Theorie über, so läßt sich leider diese ver- 
lockend einfache Vorstellung nicht mehr aufrechterhalten. In einem 
Experiment wie der Beugung eines Elektrons am Kristall würde das 
Wellenpaket vollständig zerstreut und zerstört werden, man würde in 
den gestreuten Strahlen also keine einzelnen Teilchen mehr finden. Mit 
anderen Worten, wenn die Korpuskeln einfache Wellenpakete wären, so 
wären sie nicht beständig. 

Während es so unmöglich erscheint, die SchrRöpingersche Vorstellung 
vollständig durchzuführen, erscheint eine andere Anschauung, um die 
sich der Verfasser lange bemüht hat, nicht leichter durchführbar. Nach 
dieser Auffassung sollte die Korpuskel eine Singularität in einem Wellen- 
feld sein. Im speziellen Fall der gleichförmigen Bewegung ist es möglich, 
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eine Lösung der Gleichungen mit einer Singularität zu finden, die sich 
wie das Teilchen bewegt. Aber es ist schwierig, das auf den Fall der un- 
gleichförmigen Bewegung zu verallgemeinern, und es gibt schwere Ein- 
wände gegen diese Betrachtungsweise. Wir werden im Verlauf des Buches 
nicht darauf zurückkommen. Der Verfasser hat noch einen andern Ver- 
such gemacht, den er in seinem Bericht auf dem 5. Solvay-Kongreß}) 
näher auseinandersetzte. Dabei ging er von folgender Überlegung aus: 
Da wir jeder Korpuskel eine Welle zuordnen müssen, so würde es den 
klassischen Vorstellungen am nächsten kommen, wenn man sich die 
` Wellen als einen wirklichen Vorgang in einem gewissen Raumgebiet vor- 
stellt und die Korpuskel als einen materiellen Punkt an einer Stelle dieses 
Gebietes. Wie wir festgestellt haben, muß dann die Intensität der Welle 
in jedem Punkte proportional sein der Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 
dort zu finden, und daher muß man versuchen, die Bewegung des Teilchens 
mit der Ausbreitung der Welle so zu verknüpfen, daß dieser Zusammen- 
hang immer von selbst gewahrt bleibt. Man kann nun wirklich eine solche 
Verbindung zwischen Teilchenbewegung und Wellenausbreitung herstellen, 
daß diese Bedingung bestehen bleibt, sobald sie nur zu Beginn der Be- 
wegung bestand. Das bedeutet also gewissermaßen, daß das Teilchen 
von der Welle gelenkt wird und diese die Rolle einer „Führungswelle“ 
spielt. Diese Vorstellung veranschaulicht in interessanter Weise eine Be- 
wegung von Teilchen nach der Wellenmechanik, ohne sich zu sehr von 
den alten Begriffen zu entfernen. Leider stößt man auch hier auf schwere 
Hindernisse, die wir in diesem Buche andeuten werden, und die Theorie 
der Führungswelle kann auch noch nicht als befriedigend betrachtet 
werden. Immerhin sind die Gleichungen, auf denen diese Theorie ruht, 
unanfechtbar, und daher kann man einige ihrer Resultate übernehmen, 
wenn man ihnen etwas gemilderte Form gibt, im Einklang mit Gedanken, 
die KENNARD unabhängig vom Verfasser entwickelt hat?). Statt von der 
Bewegung und der Bahn der Korpuskeln zu sprechen, spricht man von 
Bewegung und Bahn der ‚„Wahrscheinlichkeitselemente‘‘ und vermeidet 
so die erwähnten Schwierigkeiten. 

Schließlich gibt es noch eine vierte Betrachtungsweise, die augen- 
blicklich die meisten Anhänger hat. Sie wurde von HEISENBERG und 
Bonr entwickelt. Diese Anschauung ist zunächst etwas enttäuschend, 
scheint aber doch einen großen Teil Wahrheit zu enthalten. Nach 
dieser Auffassung ist die Welle überhaupt kein physikalischer Vorgang, 


1) Electrons et photons, Verlag Gauthiers-Villars, Paris 1928. 
2) Phys. Rev. 31, 876. 1928. 
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der sich in einem gewissen Gebiet abspielt, sondern vielmehr nur eine 
symbolische Darstellung von dem, was wir über das Teilchen wissen. 
Ein Experiment oder eine Beobachtung kann niemals exakt aussagen: 
Das Teilchen hat diese Lage im Raum und hat eine so und so große Ge- 
schwindigkeit in dieser Richtung. Alles, was das Experiment feststellen 
kann, ist, daß Lage und Geschwindigkeit in gegebenen Grenzen enthalten 
sind, d. h. es kann uns die Wahrscheinlichkeit dafür geben, daß das 
Teilchen eine gewisse Lage und eine gewisse Geschwindigkeit hat. Die 
Ergebnisse eines ersten Experiments oder einer Beobachtung zur Zeit to 
kann man symbolisch durch eine Welle darstellen, deren Intensität in 
diesem Augenblick i, an jedem Punkte die Wahrscheinlichkeit für die 
Anwesenheit des Teilchens gibt, und aus deren spektraler Zusammen- 
setzung man die relativen Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Be- 
wegungszustände erhält. Untersuchen wir die Ausbreitung der Welle von 
der Zeit tọ bis zu einer späteren Zeit t, so gestatten Intensitätsverteilung 
und Spektralbeschaffenheit der Welle, die Wahrscheinlichkeit dafür an- 
zugeben, daß ein zur Zeit t ausgeführtes Experiment das Teilchen an 
einem bestimmten Ort findet oder ihm einen bestimmten Bewegungs- 
zustand zuschreibt. 

Die Hauptfolgerung aus dieser Betrachtungsweise ist die HEISEN- 
BERGsche ‚„Unbestimmtheitsrelation“. Ein Wellenzug kann nur dann 
als annähernd monochromatisch behandelt werden, wenn seine Ab- 
messungen groß gegen die Wellenlänge sind. Wenn man also durch eine 
Beobachtung dazu geführt wird, das Teilchen auf ein Gebiet zu beschränken, 
das nicht mehr groß gegenüber der Wellenlänge ist, so hat man es durch 
einen Wellenzug darzustellen, der keineswegs mehr monochromatisch ist. 
Nach Heısengergs Auffassung wird also der Bewegungszustand um so 
unbestimmter, je mehr man die Ortsbestimmung verfeinern will. Um- 
gekehrt, wenn der Bewegungszustand fast eindeutig definiert ist, wird 
sich die zugeordnete Welle immer mehr einer ebenen monochromatischen 
Welle nähern. Man kann also um so weniger Aussagen über die Lage 
des Teilchens mit Sicherheit machen, je genauer man seinen Bewegungs- 
zustand bestimmt hat. 

Nach Bour gibt es „zwei komplementäre Betrachtungsweisen der 
Realität‘: die Lokalisation im Raum und die dynamische Darstellung 
durch Energie und Impuls. Das sind gewissermaßen zwei Ebenen, die 
wir nicht gleichzeitig scharf sehen können. Wir wollen einen Vergleich 
ziehen: Man habe eine Figur, deren verschiedene Teile auf zwei parallele 
Ebenen J und II’ in geringem Abstand gezeichnet sind. Betrachten wir 
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die Figur durch ein nicht zu genaues optisches Instrument, so können 
wir es auf eine Ebene zwischen JI und IT’ einstellen und ein Bild erhalten, 
das der Figur noch ziemlich ähnlich ist. Wir haben dann den Eindruck, 
daß die Figur in einer Ebene gezeichnet ist. Verwenden wir aber ein 
sehr gutes Instrument, so kann dies nicht auf einmal // und II’ scharf 
abbilden. Je mehr wir es auf J einstellen, um so schlechter sehen wir 
die auf IT’ gezeichneten Teile und umgekehrt; wir sind so gezwungen, 
davon Kenntnis zu nehmen, daß die Figur nicht in einer Ebene liegt. Die 
klassische Mechanik entspricht dem ungenauen Instrument, mit ihr haben 
wir den Eindruck, gleichzeitig Ort und Geschwindigkeit des Teilchens 
exakt bestimmen zu können. Aber mit der neuen Mechanik, die dem 
scharfen Instrument entspricht, müssen wir feststellen, daß die raum- 
zeitliche Lokalisierung und die energetische Beschreibung zwei verschiedene 
Ebenen der Wirklichkeit sind, die man nicht gleichzeitig genau sehen 
kann. Das ist, wie mir scheint, der Grundgedanke von BoHR und HEISsEN- 
BERG. 

Aus dieser Betrachtungsweise folgt, wie schon Born vorhergesagt 
hat, daß wir keinen strengen Determinismus mehr in der Natur annehmen 
können, denn aller Determinismus der klassischen Mechanik ruhte auf 
der Möglichkeit, gleichzeitig Anfangslage und -geschwindigkeit eines 
Teilchens messen zu können, und das ist nach HEISENBERG unmöglich. 
Es gibt dann keine strengen Gesetze mehr, nur noch Wahrscheinlichkeits- 
gesetze. 

Mit dieser Interpretation der Wellenmechanik stößt man auf sehr 
merkwürdige Tatsachen: Erstens existieren zwar Korpuskeln, und man 
nimmt immer an, daß es einen Sinn hat, von ihrer Anzahl zu sprechen, 
trotzdem darf man sich nach BoHR nicht das klare klassische Bild von 
ihnen machen, wonach sie kleine Körperchen sind, zu denen eine Lage 
im Raum, eine Geschwindigkeit und eine Bahnkurve gehören. 

Zweitens ist der andere Teil der Dualität, die Welle, nur eine rein 
symbolische und analytische Darstellung gewisser Wahrscheinlichkeiten 
und entspricht gar keinem physikalischen Vorgang im alten Sinn des 
Wortes. Ein Beispiel wird den letzten Punkt deutlich machen: Wir wollen 
annehmen, daß zur Zeit i der Wellenzug, der einem Teilchen zugeordnet 
ist, einen Bereich R des Raumes erfüllt, und daß eine gewisse Beobachtung 
in diesem Augenblick uns lehrt, daß das Teilchen innerhalb R’ liegt, wobei 
natürlich R’ in R enthalten ist. Dann muß das Wellenpaket, wie HEısen- 
BERG sagt, reduziert werden, d. h. der ganze Anteil der Welle in R, aber 
außerhalb R’ verschwindet, wie die Hoffnung auf ein Ereignis, das nicht 
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eintritt. Das zeigt wohl klar den unphysikalischen Charakter der Welle 
bei BouR und HkIsENBERG. 

Alles in allem bleibt die physikalische Deutung der neuen Mechanik 
äußerst schwierig. Nichtsdestoweniger weiß man jetzt eine wichtige 
Tatsache sicher: daß man den Dualismus von Wellen und Korpuskeln 
zulassen muß, und daß die räumliche Verteilung der Korpuskeln nur aus 
der Betrachtung der Wellen geschlossen werden kann. Leider bleibt 
jedoch die wahre Natur der beiden Bestandteile des Dualismus sowie 
die genaue Beziehung zwischen ihnen noch ein großes Geheimnis. 


ERSTES KAPITEL. 
Die alte Punktmechanik. 


$ 1. Hamıtronsches Prinzip. Es gibt zwei Formen der alten Mechanik. 

Die erste, ältere, ist die klassische Mechanik von NEzwTon, die zweite 

- Eınsteins relativistische Mechanik. Newrons Mechanik war lange für 
die Bedürfnisse der Wissenschaft ausreichend, aber die tiefgehenden 
Überlegungen von Einstein zeigten, daß man sie abändern muß. Man 
kommt so zu einer Mechanik, die mit der alten zusammenfällt, wenn die 
Geschwindigkeit des betrachteten Massenpunkts klein gegen die Vakuum- 
lichtgeschwindigkeit c ist, aber für größere Geschwindigkeiten davon 
abweicht. 

Die beiden alten Theorien der Mechanik ähneln sich in vielen wichtigen 
Punkten trotz ihrer großen Unterschiede: die allgemeinen Gleichungen 
haben dieselbe Form, der Ausgangspunkt ist in beiden Fällen das Prinzip 
der kleinsten Wirkung usw. Daher kann man leicht die Grundprinzipien 
beider alten Theorien gleichzeitig entwickeln. Es ist wichtig, daß alle 
Formeln der Newronschen Mechanik aus der Eissteinschen hervorgehen, 
wenn man die Vakuumlichtgeschwindigkeit als unendlich groß behandelt. 
Mit andern Worten man erhält stets die klassische Formel aus der rela- 


tivistischen, wenn man in eine Reihe nach = = entwickelt und Glieder 


höherer Ordnung vernachlässigt. 

Wir betrachten zunächst die Dynamik eines einzelnen Massenpunkts, d.h. 
die Bewegung eines Teilchens in einem gegebenen Kraftfeld. Wir definieren 
dieses Feld durch eine Potentialfunktion F(xzyzt) der Raum- und Zeitkoor- 
dinaten. In der alten Mechanik nimmt man an, daß die Massenpunkte 
eine wohlbestimmte Lage im Raum haben, so daß man ihren Ort 
durch drei Koordinaten festlegen kann. Hat das Teilchen in jedem 
Augenblick einen wohlbestimmten Ort im Raum, so kann man offenbar 
auch seine Geschwindigkeit definieren, indem man den Quotienten aus 
dem durchlaufenen Weg und der dazu benötigten Zeit bildet, und den 
Grenzwert des Quotienten betrachtet, wenn diese Zeit beliebig klein 
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wird. Ist die Lage des Teilchens im kartesischen Koordinaten beschrieben, 


so hat man v= Vg? +9” +2°. Die Striche sollen zeitliche Ableitungen 
bedeuten. Benutzt man allgemeine krummlinige Koordinaten q, 9,5; 
so ist die Geschwindigkeit irgendeine Funktion der q, und der g/. 

Das Grundprinzip der gesamten alten Mechanik ist das Hamıtwronsche 
Prinzip. Zur Zeit ti, möge sich das Teilchen am Punkt M, und zur 
späteren Zeiti, am Punkt M, befinden. Die Aufgabe der Punktdynamik 
ist, die Bewegung des Teilchens in der Zeit zwischen łọ und i, zu 
bestimmen. Nach dem Hammtwronschen Prinzip gibt es eine Funktion 
L(q,,g;,t) von den g,, den g;/ und der Zeit, so daß die Bewegung zwi- 


h 
schen i, und it, folgendermaßen gegeben wird: Das Integral f Ldt hat 
bo 


für die wirkliche Bewegung einen kleineren Wert als für jede unendlich 
wenig verschiedene, die gleichfalls zwischen i, und t, das Teilchen von 
M, nach M, bringen würde. 

Das Integral heißt das Hamıwronsche Wirkungsintegral. Die Funk- 
tion L heißt LagrAangzsche Funktion, zuweilen auch kinetisches Potential. 
Das Hamivronsche Prinzip läßt sich also folgendermaßen schreiben: 


t 
ôf L(q qi, t)dt=0, (1) 
to 


i, und ¿ bleiben ungeändert, und das Symbol ô soll heißen, daß man 
die Form der Funktionen q,(t) und folglich der q; (t) unendlich wenig 
verändert, dabei aber Anfangs- und Endwerte festhält. 


$2. Lagrangesche Gleichungen. Die allgemeinen Methoden der 
Variationsrechnung führen auf die Lasrangeschen Gleichungen. Ersetzen 
wir die Funktion g,(t) für jeden Wert von t durch g,(t)+ög,(t), so 
wird q; (t) zu qg; (t) + ôq; (t) und man bekommt: 


3 
aL= X (put 77794) (2) 


und folglich, da ti, und t, fest bleiben, 


tı bı tı 3 
»[na= fora- | N (2 
to bo a 


au 


/)di =ð. (3) 


Oder, wegen ôq; = ô (7) = = durch partielle Integration: 
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tı 


2) G L 3 
ðL X? 
[2 dg;' OL ggi u-|3 = -)2 1 < )òq;dt. (4) 


Statt des Hamıuroxnschen Prinzips kann man also auch schreiben: 


8 


Fu: E © 
Da die ôq, willkürlich sind, muß 


ie a 3) © 
gelten. ; 

Das sind die Lacrancrschen Gleichungen. Sie bestimmen die Be- 
wegung des Teilchens bis auf 6 willkürliche Konstanten, für die man 
z. B. die Anfangswerte der 3 Koordinaten und der 3 Geschwindigkeits- 


komponenten wählen kann. 


§ 3. Lacraneesche Funktion. — Impuls und Energie. Bisher war 
unsere dynamische Theorie ein leerer Formalismus, denn wir haben nicht 
festgelegt, welches die Form der Funktion L (g,,9;,t) sein sollte An 
dieser Stelle unterscheiden sich die beiden Formen der alten Mechanik 
(Newron und Einstein) durch verschiedene Wahl von L. 

Die Newronxsche Mechanik setzt: 


De: 
Llao di t= a mi F(q,t); (7) 


m ist dabei eine für das betrachtete Teilchen charakteristische Kon- 
stante, seine Masse. Die Funktion F(g,,t) ist das Potential und v die 
Geschwindigkeit des Teilchens, als Funktion der q; und q; geschrieben. 

Dagegen benützt die relativistische Mechanik die folgende LAGRANGE- 
Funktion 


L (q; qi t) =— mc’ mea a7 F(q; t) (8) 
mit f = 2, Wegen (1 — p? na l— 5 a .- sieht man, daß unter 
Vernachlässigung der nicht Ne. Glieder 

9 l 2 
L=— mo’+zmv’— F(q,t) (9) 


folgt. Die relativistische LAcrAngr-Funktion weicht also in dieser Nähe- 
rung von der klassischen nur um das konstante Glied — mc? ab. Das 
liefert in dem Integral (1) ein Glied — mc? (t; — tẹ), das sich bei der 


a 
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Variation nicht ändert und daher fortgelassen werden kann. Wie wir 
oben gesagt haben, gehen also die beiden Formen der alten Mechanik in- 
einander über, wenn man höhere Potenzen von f vernachlässigen darf. 

Wir wissen nun, wie wir die Lücke im Hamtronschen Prinzip aus- 
füllen müssen, um die eine oder die andere Dynamik zu erhalten, und 
wollen zu den Lagrangeschen Gleichungen zurückkehren. 

Wir definieren: 

p= (=1,2,3) (10) 

und nennen p, das zu der Variablen q, konjugierte Moment. Dann geben 
die Lagrangzschen Gleichungen: 


Nehmen wir für einen Augenblick an, daß die g, kartesische Ko- 
ordinaten sind. Es ist dann q,=2, ,=y, qz =z und v=x py pz. 
Mit dem Newronschen L wird 


p,—me, p,=my, p, =m?". (12) 


Die p; sind also die Komponenten des Vektors mb, den man ge- 
wöhnlich Bewegungsgröße oder Impuls nennt. 
Aus dem relativistischen L findet man 


mx’ my’ mz’ 


-y Fe N) a ng 13 
ne ee, = 


Die p, sind also wiederum die Koriponenten der Bewegungsgröße, 


falls man diese als ee definiert. Andererseits hat die Wahl kartesischer 


Koordinaten zur Folge, daß L von den q; nur durch die Funktion F 
abhängt. Man hat also 


ðL ð F 
ap 04° 
Betrachtet man den Vektor grad F mit den Komponenten — a 


ð F ð F 
ar de 
betrachten kann, so geben die Gleichungen (11) die klassischen Be- 
wegungsgleichungen 


‚den man auch als die auf das Teilchen wirkende Kraft 


d Pae dPy == ye dp: PR (15) 


die für die beiden alten Formen der Dynamik gelten. 
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Wir wollen jetzt den Begriff der Energie einführen. Dafür gehen wir 
von der allgemeinen Form der Lagrangzschen Gleichungen aus. 


d /öL dp; ðL a j 
aler j= or (i =1, 2, 3). (16) 


Betrachten wir die Größe W = > p,;9; — L und berechnen ihre zeit- 
liche re 


L da 
wW Sa a o E q; 2 he -2E (18) 
Das erste und dritte Glied der rechten Seite heben sich wegen der 
Lagrangzschen Gleichungen fort; das zweite und vierte wegen der De- 
finition der p,. Es bleibt 
aW 2E 
dt 01° 
mithin der Satz: „Wenn F die Zeit nicht explizit enthält, so bleibt W 
zeitlich konstant.“ W heißt auch die Energie des Teilchens. 

Wie drückt sich die Energie in der klassischen Mechanik aus? Wir 
haben dort L=%mv? — F und der Ausdruck 3 mv? ist bei m Wahl 
der Koordinaten eine quadratische homogene Tetton der g,, denn 
v? = g'?° + y?” + z”? und jede der Größen x’, y’, z’ ist eine lineare Funk- 
tion der q/. Wenn also T=3mv?, so gibt die Eurersche Formel: 


(19) 


3 3 
‚ = ðL 7 
2T= a PAA (20) 
vet i=1 
weil L von den g,; nur durch 7 abhängt. Man findet dann: 
W=27T-L=27-(T- F)=T-+F. (21) 


Die Energie ist die Summe der kinetischen Energie T’=5mv? und 
der potentiellen Energie F. 
In der relativistischen Dynamik, wo 


L=—-meyji—-P’—rF 


ist, können wir nicht mehr genau so schließen, weil 1 — 8? keine homogene 
quadratische Funktion der A ist, aber wir können schreiben: 


3 8 


BP? oq 
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und da v? eine homogene quadratische Funktion der q/ ist, hat man 


3 3 
3 , olw’) 5 mv? 
ee a ra a a iq; = 5 23 
a RU = 
also: 
2 2 —— 
W= eu - Le (me: we +F (24 
= ie, ee 
Der Ausdruck a stellt die Energie des bewegten Teilchens in 


der relativistischen Mechanik dar. Ist das Teilchen in Ruhe ($ = 0), so 
hat sie den Wert mc?, das ist also die Ruhenergie des Teilchens. D. h. 
seine innere Energie, die es auf. Grund seiner „Ruhmasse“ m hat, 
ist gleich dem Produkt dieser Masse mit dem Quadrat der Licht- 
geschwindigkeit. Wenn das Teilchen in Bewegung ist, so wird diese 


Energie re sie ist das Produkt von c? mit der Größe ——— , die 
‚Aziz Az 
man als die Masse des bewegten Teilchens betrachten kann. Es ist 
wichtig, zu bemerken, daß die Geschwindigkeit eines Teilchens mit nicht 
verschwindender Ruhmasse immer kleiner als die Lichtgeschwindigkeit 


sein muß, denn seine Energie wird unendlich, wenn f gegen 1 geht. 


Entwickelt man E z in eine Reihe nach f? und vernachlässigt die 
höheren Potenzen, so findet man: 
W=mè +} me +F (25) 


und man sieht, daß die relativistische Énergie in dieser Näherung gleich 
der N£wronschen Energie mit dem Zusatzglied mc” ist. Man darf 
diesen wichtigen Unterschied nicht vergessen und muß sich immer be- 
wußt sein, daß die klassische Mechanik systematisch die innere Energie 
mc? vernachlässigt. 


8 4. Hamıvronsches Prinzip in veränderter Form, Prinzip der kleinsten 
Wirkung. Wir wollen zeigen, daß man dem Hamitronschen Wirkungs- 
integral die Form eines Kurvenintegrals geben kann. Dafür betrachten 
wir einen abstrakten Raum von vier Dimensionen, der aus den 3 Ko- 
ordinaten q; und der Zeit t gebildet wird. Die Bewegung des Teilchens 
wird in diesem Raum durch eine Kurve beschrieben, da diese Bewegung 
durch 3 Gleichungen q; = f;(t) ausgedrückt wird. Diese Kurve nennt 
man in der Relativitätstheorie die Weltlinie des Teilchens; längs dieser 
Kurve ist jede Koordinate q; eine bestimmte Funktion der Zeit. Be- 
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nutzen wir den Ausdruck (17) für die Energie, so erhält das Hammtronsche 
Integral die Form: 


(2 p; dq; was) > (26) 


wo die Punkte P, und P, auf der Weltlinie liegen und den Zeiten t) und t 
entsprechen. Das Hamıttossche Prinzip sagt aus, daß dieses Kurven- 
integral stationär gegenüber jeder unendlich kleinen Veränderung der 
Integrationskurve ist, falls man die Endpunkte festhält. Das bedeutet, daß 
man weder Anfangs- und Endzeit noch Anfangs- und Endlage variiert. 

Im Fall konstanter Felder nimmt das Hamıtronsche Prinzip eine 


besonders wichtige Form an. In diesem Falle hat man nämlich z =p 
und folglich = = 0. Die Energie ist konstant, und man kann dem Prinzip 


der kleinsten Wirkung eine berühmte Form geben, die von MAUPERTUIS 
herrührt. Mit ihrer Hilfe kann man die Bahn bestimmen, ohne sich darum 
zu kümmern, in welcher Weise sie von dem Teilchen beschrieben wird. 
Eine solche Trennung zwischen der Berechnung und der Bahn und der 
Bewegung ist nur für konstante Felder durchführbar; eine leichte Über- 
legung wird das im folgenden verständlich machen. 

Um von dem immer gültigen Hamıttosschen Prinzip zum MAUPERTUIS- 
schen Prinzip überzugehen, das auf konstante Felder beschränkt ist, müssen 
wir zuerst eine Formel beweisen, die man zuweilen das Prinzip der vari- 
ierten Wirkung nennt. Statt eine Variation zu betrachten, die für 
die Anfangs- und Endpunkte Zeit und Ort ungeändert läßt, wollen wir sie 
auch um kleine Größen Ööt,, öt,, (Ô 9,)o, (Ô 9,); ändern. Die Variation des 
Hamıtronschen Integrals ist die Summe aus der Variation bei festen 
Grenzen und der, die durch die Variation der Grenzen entsteht. Man 
hat also: 


(27) 


b éi 3 
ò fLat= foLdi+| 29,80, — wor) . 
to to i=1 


Denn wenn man den Anfangswert der Zeit um dt, und die Anfangswerte 
der Koordinaten um (ög,), ändert, so variiert das Integral offenbar um 


3 
= l a (Pdo (ôd — Wo òt , weil man es wie ein Kurvenintegral behandeln 
i= 
darf. Ebenso wird es durch die Variationen öt, und (ög,), der oberen 


3 
Grenzen um + X (p,), (ö9,), — Wöt, geändert. Das erste Glied der 
i=1 
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rechten Seite von (27) verschwindet nach dem Hammtronschen Prinzip; 
es bleibt: 


tı 3 
òf aı=| 2,04 — weil (28) 
to oL 


1 
0 
Diese Formel bringt das Prinzip der variierten Wirkung zum Ausdruck. 
Bezeichnen wir für den Augenblick das Hamıtronsche Integral mit S 
und mit S, das Kurvenintegral: 
M,3 


De f D p,dg; (29) 
Moi=1 


integriert über die Bahn vom Anfangspunkt M, zum Endpunkt M.. 
Das Integral (29) ist das MAupertuissche Wirkungsintegral. Wie in einem 
konstanten Feld gestatten die Formeln (12) oder (24) die Geschwindigkeit 
und also die p; als Funktionen der konstanten Energie und der Koordinaten 
qi auszudrücken; das Maurerruissche Integral enthält also die Zeit nicht 
mehr. 


Wir haben offenbar: A 
ir haben offenbar rer (30) 
to 
und also allgemein für irgendeine Variation: 


tı 
ôS = òS, — f ôW dt — [W òt]. (31) 
bo 


Durch den Vergleich mit (28) erhält man: 


3 1 tı 
ôS, = | X p,da ++ f Wat. (32) 
i=1 0 to 


Beschränken wir uns nun darauf, die Bahn zu variieren, halten aber die 
Endpunkte M, und M, sowie den Wert der Energie fest, so ist die Mav- 
PERTUISsche Wirkung stationär: das ist das MAuPERTUISsche Prinzip oder 
das Prinzip der kleinsten Wirkung. 

Wählen wir die q, als kartesische Koordinaten, so haben wir: 


3 


und wir sehen, daß das Integral S} die folgende invariante Bedeutung hat: 
Es ist die vom Impulsvektor geleistete Arbeit, hat also in der klassischen 


f ; BR mv 
Mechanik den Wert S mw ds und in der relativistischen f Tr ds, wenn 
ds das Linienelement der Bahnkurve ist. 

de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik., 9 
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$ 5. Hamıvrons kanonische Gleichungen. Wir wollen die dynamischen 
Gleichungen nunmehr auf eine Form bringen, die man gewöhnlich unter 
dem Namen der Hamıtrtonschen kanonischen Gleichungen kennt. 

Da die Funktion L von den g,, den g; und t abhängt, können wir mit 
Hilfe der Gleichungen (10) die p; als Funktionen dieser Variablen aus- 
drücken, und folglich gilt ganz allgemein: 


=}, (a das t» Pr Pa pl) Ü= 52,05% (34) 


Die f; müssen in jedem Fall besonders bestimmt werden. 

Dann können wir q;, pı, t an Stelle von q;, q; und t als unabhängige 
Veränderliche wählen. Ist H (g,, p;,t) die Energie als Funktion der Variablen 
qis Pi, t, der sogenannten kanonischen Variablen, so haben wir nach De- 
finition: 


3 
H(g;: Pi» t) =a P; qi Pa L(q;, Q, t) , (35) 


wo man auf der rechten Seite jedes q; als Funktion der g,, p,, t mit Hilfe 
von (34) augedrückt denken muß. 


Wir berechnen die Ableitungen u und 3, wo j einen der Werte 
Pj j 
1, 2, 3 annimmt. 
3 
ôf ôL ôf 

e a (36) 

i=1 

H Í L 3 
oH OTN TOR ob of _ oL_ dp 2 

09; ai Pi ôq 09; ur 3g! ðq ôg dt (37) 


nach den Lacrangeschen Gleichungen. Wir haben so das Hamrtronsche 
System von kanonischen Gleichungen: 


dg; ôH, dp; oH 


dt 0m’ dt er: ==; 2, 3). (38) 
Man kann hieraus sofort den Energiesatz ableiten; man muß nur n 
berechnen: 
dH òH ôH dp; ôH dg: _ ôH 
dt ot +2 ô pi iE = 4 de our (39) 


Aus der Definition (35) folgt, daß H die Zeit nicht explizit enthält, 
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sobald Z das nicht tut, und folglich ist 2 —0. Die Energie ist dann 


also konstant, im Einklang mit unserem obigen Resultat. 

Es sollen nun die Hamitroxschen Gleichungen für die Newronsche 
und die Eınsteinsche Mechanik angegeben werden. Wählt man in der 
klassischen Mechanik kartesische Koordinaten, so hat man: 


p,=mv,; ee p,=mv,; 
v? = oh + o Ho = (p+ pi + p), (40) 
hieraus 
; 1 1 2 2 
H= 5m F P= — Da Py + Pz) + F(q; t). (41) 
Die Gleichungen — m — — E sind von selbst erfüllt, denn man hat z. B.: 
i 
Ga. I s 
Zar U mo ope usw., (42) 
. dpi _ ðH . R 
aus den Gleichungen Trauer, wird: 
dv, oF 
Mu, une (43) 


das sind die Grundgleichungen der Newronschen Dynamik. 
Gehen wir jetzt zur relativistischen Theorie über, immer noch im 
kartesischen Koordinatensystem. Wir haben hier 


M Va M Vy M Vz 


— Mn 3 — 9 NIE = — 9 (44 
Dell am (44) 
| HERITN IE: 45 
mi (4; t) (45) 


Wir müssen zunächst H als Funktion der q;, ?,, t schreiben. Nun ist aber 
2 
pi + pi + =, daraus folgt az (pè + pi + pi) =: (46) 


Addieren wir 1 auf beiden Seiten der letzten Gleichung und ziehen die 
Wurzel, so ergibt sich: 


ji 1 E 2 2 2 
Elm pet P (47) 
und 
Hli bp =e (mMm Ep +m ++ Ft). (48) 
Wir haben daher 
3H ð F oH c Pi ana AT 
=, i e 1 3 . 49 
04 * u’ Pi [mF 5p 7 f ( ) 


DE 
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Die Gleichungen 44 _2H sind hier ebenfalls identisch erfüllt, denn es 


dt m 
war ja: AS K : 
Too 1—8 usw. (80) 
Die Gleichungen = — i geben die Bewegungsgleichungen der Eın- 
steinschen Dynamik: 
- eo = - usw. (51) 


$ 6. Berührungstransformationen. Wir haben die Hamrtronschen 
Gleichungen in sieben Variablen geschrieben: der Zeit t den drei Ko- 
ordinaten q; und den drei Momenten p,. Wir ersetzen die Variablen g,, p: 
durch neue Variable «,, b; (i= 1, 2, 3), die durch 


s=hP:, 0 KR-M (Pis 4:8) (52) 
definiert sind. 


Wir wollen für den Augenblick den «, und den $, keine spezielle physi- 
kalische Bedeutung geben, es sollen nur sechs neue Variable sein. Die 
Formeln (52) lassen sich dann schreiben 


Pr = Fp (Cis Qi t) Br = Pla, t). (53) 


Dann gilt der folgende Satz: 
Kann man eine Funktion S(«,,g;,t) finden, die der Bedingung 


3 3 
2 p;dq; zA d«;, = — [45S], (54) 


genügt (wo das Symbol [dS]; das Differential bei konstantem ¿ meint) 
so genügen die Variablen œ; und f; den kanonischen Gleichungen: 
d &; oK d bi ai oK 


Te (55) 


N 28 
mit Kelle, 


Zum Beweis beachte man, daß: 


08 08 en en 
Tam a [48] = 48 4 = 
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und als Folge von (54) 
3 3 
I pıdq, — Hdi= X f,de, — Hdt — as + ar 
i= ii 
3 
— Sß,de, — Kdi dg: (57) 
ici 


Wir wählen jetzt eine Anfangszeit tọ und eine Anfangslage, die durch 
drei (9,), gegeben wird und eine Endzeit t, mit drei entsprechenden (qi. 
Dann betrachten wir den vierdimensionalen Raum der Variablen g,,t. 
Das Hamıtronsche Prinzip sagt aus: Wenn die Bewegung des Teilchens 
in diesem Raum durch eine Kurve C vom Punkte M, mit den Koordinaten 
to (qi) bis zum Punkt M, mit den Koordinaten t,, (9,)ı, gegeben wird, 


Mi, 3 
so ist das Kurvenintegral f ( > p;dq;, — H di) längs dieser Kurve ein 
M, \i=1 
Extremum gegen Deformationen der Kurve (bei denen M, und M, un- 
Mı 3 
geändert bleiben). Man hat also f ô ( Sp,dg,, — H di) = 0. Betrachten 
m Me 


wir gleichzeitig den vierdimensionalen Raum der vier Variablen œ; t. In 
diesem Raum entspricht der Kurve C eine neue Kurve J, denn jedem 
Punkt der ersten entsprechen wohlbestimmte Werte nicht nur der q; 
und ż, sondern auch der p,, also gehört wegen (52) zu jedem Punkt von C 
ein bestimmter Punkt von T. Es seien («,), und tọ, («:) und tz, die Ko- 
ordinaten der Endpunkte von /. Wenn man zur Anwendung des Ha- 
MILTONschen Prinzips die Kurve C variert, dabei aber ihre Endpunkte 
festhält, so variiert man damit auch die Kurve T, aber im allgemeinen 
bleiben hier die Endpunkte nicht mehr fest, denn die Anfangs- und End- 
werte der p; werden im allgemeinen durch die Variation von © geändert, 
und es entsteht eine Änderung der («,), und der («;). Wir haben also: 


(tihih 3 (œi) &ı 3 
J ö( p;dq, — Hdi) = f ò( X pdu — Kat) 
i=1 


(@)o to (%)o to i=1 


E 2980| 18h. (58) 


J 
denn fdS = [S]4. Die (g,), und die (g,), bleiben fest, also hat man: 
0 


3 1 
ô [S]; = È a8 bes. (59) 
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DE beiden letzten Glieder in (58) heben sich wegen (56) fort, und 
es bleibt: 


(Qi) t1 


(&)ı 3 
fi (329,44, — Hat) = J o( pda — Kdi), (60) 
(i)o to 1 (&)o 1 
wobei die Variation auf der rechten Seite gleichfalls bei festen Anfangs- 
und Endwerten der «; auszuführen ist. Da die linke Seite von (60) dank 
dem Hamıtrosschen Prinzip verschwindet, muß die rechte gleichfalls 
Null sein, und da die Variablen «, und f; und die Funktion K im zweiten 
Integral dieselbe Rolle spielen wie die Variablen q;, p; und die Funktion H 
im ersten, schließt man, daß die Gleichungen (55) gelten müssen. 
Allgemein erhalten also Transformationen, die der Bedingung (54) 
genügen, und die gewöhnlich ‚„Berührungstransformationen‘“ heißen, die 
Form der Hamitronschen Gleichungen, wobei man nur die Funktion H 


durch K = H — = zu ersetzen hat. 


ZWEITES KAPITEL. 


Die JAcoBIsche Theorie. 


$ 1. Hamitton-Jacopısche Gleichung. Der Satz über die Berührungs- 
transformation erlaubt uns, ohne weiteres die HAamıLTox-JAacoBısche 
Gleichung abzuleiten. Nehmen wir nämlich an, wir hätten eine Berührungs- 
transformation gefunden, durch die K = 0 wird. Dann müssen die neuen 
kanonischen Variablen «; und ß, die Hammroxschen Gleichungen be- 
friedigen: 


EL @=1,2,9). () 


Die«, und £, sind also konstant. Nun ist aber nach Definition X = H — 2 


und die p, sind — S . Schreiben wir die Energie als Funktion der q, p; 
i 


und £ und ersetzen p; durch — an , sowird K = 0 gleichbedeutend mit: 


ô qi 


08 08 
H (q; Lag: t) = e (2) 

Diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung für S heißt die 
Hamıtron-Jacogische Gleichung. Findet man ein Integral dieser Gleichung, 
das noch drei willkürliche Konstanten «, enthält, d.h. ein sogenanntes 
vollständiges Integral der Gleichung (2), so bestimmt diese Funktion 
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S (9,,%;, t) eine solche Berührungstransformation zwischen den Variablen 
dis Pi» t und den Größen o, f; =, t, daß K = 0 gilt und folglich 


08 
œ; = const; pae Ja, sonst, (3) 


Hieraus folgt der Jacozısche Satz: Gelingt es, ein vollständiges Integral 
8(9,,%;,) der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 


08 08 
H (h — 3o = (4) 
zu finden, so gilt: 
08 08 
Pi TA dqr rg (5) 


Die ß, sind drei neue Konstanten, und die Gleichungen (5) bestimmen 
die sechs g,, p; als Funktionen der Zeit und der sechs Konstanten «;, ß 
Damit ist die Bewegung des Teilchens eindeutig festgelegt. 


i’ 


§ 2. Hamızrtonsches Integral und Wirkungsfunktion. In der obigen 
Theorie der Berührungstransformationen sind die «,,ß, sechs Variable, 
deren physikalische Bedeutung nicht festgelegt ist. Wir können z. B. an- 
nehmen, daß die x; Koordinaten, die f; Impulse sind. Da in der Funktion 
K (qi, &;, t) die x; Konstanten sind, werden wir naturgemäß dazu geführt, 
für sie die Anfangswerte der Koordinaten des Teilchens zu wählen. Um 
das deutlich zu machen, wollen wir statt eines einzelnen Teilchens einen 
Schwarm von gleichen Teilchen betrachten, die sich ohne gegenseitige 
Wechselwirkung im selben Kraftfeld befinden; die Bewegung dieses 
Schwarms stellt dann eine Gesamtheit von ‚möglichen‘ Bewegungen des- 
selben Teilchens in dem gegebenen Feld dar. Die Bewegung des Schwarms 
zwischen der Zeit Zi, und der Zeit ¢ transformiert die Anfangswerte 
(9). der Koordinaten der Teilchen in die Endwerte q, für die Zeit t. 


3 
Wir bilden nun das Hamivronsche Integral I = | ( > p;dq; — H dt) 
i=1 


längs der Bahn eines Teilchens von (g,), bis q; und erhalten so eine Funktion 
der g,, der (g,), und der Zeit, die die Gleichungen 


əl ðI 
CEE AEE (o), 6 
T Pis alh (p:)o (6) 


befriedigt. Mit (p,), bezeichnen wir die Anfangswerte der p,. Die Funktion J 
bedeutet also bis auf das Vorzeichen eine Berührungstransformation 
zwischen den q;, p; und den (g,)o; (P: Ferner genügt die Funktion 
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S (lis (Tos t) = — I der Hamınron-Jacogischen Gleichung, denn man hat: 
1 3 
S (q; (od) = / (ma: T Èn, a) (7) 
und folglich: > 
08 ME 
zr T Hlo Pit); TAT P;» (8) 
also 4 
08 ð 
= = H (q, — jet): (9) 


Nach dem Jacogıschen Satz bleiben die (g,), im Verlauf der Bewegung 
konstant, und das entspricht ihrem Charakter als Anfangswerten der 
Koordinaten; die (p,), müssen ebenfalls konstant sein; sie sind die 
Anfangsimpulse. 


& 3. Verkürzte Wirkungsfunktion. Die œ, sind nicht notwendig die 
Anfangswerte der Koordinaten, man kann ebenso ein vollständiges Integral 
finden, das von den Anfangsimpulsen oder irgendwelchen anderen Kon- 
stanten abhängt. Jedesmal folgen aber aus der Kenntnis eines solchen 


Integrals die Gleichungen 
08 08 
De wen b; > const, (10) 
die die Bewegung bestimmen. 
Ein wichtiger Spezialfall ist der, bei dem das Kraftfeld nicht von der 
Zeit abhängt. Dann ist, wie wir gesehen haben, die Energie konstant. 


Bezeichnen wir diese Konstante mit W, so ist das HamrLroxnsche Integral 


3 
| ( È p;dq; — W dt); wählt man wieder für die Funktion S das HamıLroxsche 
= 


Integral mit umgekehrtem Vorzeichen, so ist 5 — W. Andererseits wollen 


wir setzen: 3 
S, = | Zp: dg (11) 
E 
und haben dann: 
i 08 ô, 
S= Wt— S; EAT (12) 


Schließlich enthält H die Zeit nicht explizit. S,, das wir verkürzte 
Wirkungsfunktion nennen wollen!), genügt also der Gleichung: 


H(g, eo = (13) 


1) In der Literatur findet man häufig die Bezeichnung „Wirkungsfunktion“ 
für S, statt für S. — Anm. d. Übers. 


$ 4. Verschiedene Formen der Hamıtron-Jacogıschen Gleichung. 25 


Kann man ein vollständiges Integral von (13) finden, das von W und zwei 
anderen Integrationskonstanten «, und «a abhängt, so ist die Funktion 
S = Wt — Silgi, %1; %2, W) ein vollständiges Integral der Hamıtron- 
Jacogischen Gleichung mit den drei Konstanten «,,«, und «a = W. 
Der Jacosrsche Satz sagt dann aus, daß die Bewegung durch die Glei- 
chungen 


RN 08, FE 28, 2 À 
ne T = — fı = const; 7 a const; 
08 08, 
zw ~ $ — zy ~ bs = sonst (14) 


bestimmt wird. Wir setzen — f, = tọ; die letzte Gleichung gibt dann 


08, 


zu ~t to (15) 


Diese Gleichung, die als einzige die Zeit enthält, gibt das Bewegungs- 


à ; 5 fe N 
gesetz, während die zwei Gleichungen a = const und — = const nur 
1 2 


von den q; abhängen und die ‘Bahnkurve bestimmen. Man kann also — 
jedoch nur in konstanten Feldern — die Berechnung des zeitlichen Ver- 
laufs der Bewegung von der Berechnung der Bahnkurve trennen. 

$ 4. Verschiedene Formen der Hamitton-Jacogıschen Gleichung. Bevor 
wir zur Betrachtung von Beispielen übergehen, wollen wir noch die Formeln 
für die Hamıtron-JAacopgısche Gleichung in der klassischen und der Em- 
steinschen Mechanik angeben. Zuerst die für die Newronsche Mechanik: 
Der allgemeineren Darstellung wegen wählen wir beliebige Koordinaten q,. 
In der Nnwroxschen Mechanik ist die kinetische une T eine quadra- 
tische homogene Funktion der Geschwindigkeiten g;. Man hat also: 


3 
T= a My Fk U; (m, = My.) (16) 


=L 


wo die m;ı nur Funktionen der g, sind. Aus (16) kann man schließen: 


RS Eh 

L=T-F=3 X mung Fi) do 
e T 

D LEa 2 mung r Pg t). (18) 


q k=1 
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Lösen wir die Gleichungen (19) nach den g; auf, so erhalten wir: 


r y Mu eos 20 
= 2 Erz 0152,53) ( ) 


ı | Mr ı| 


wo m,, die Determinante der m,, and M, die AIEA zum Ele- 
ment m,, bedeutet. Wir setzen 


M, i 
en =m". (20a) 
Es kommt: 
3 A 
= y'm” p, (=1,2,3) CN 
k=1 


Setzen wir die Werte (21) der q; in (16) ein, so erhalten wir: 


1 
T=} X mam pm p. (22) 
ijkl=1 


Allgemein ist aber für Determinanten 


y ALS M*' = für ¿=l (23) 
mm Me 10. itl. 
Also: 
3 
3,2,” P; Pj (24) 
und folglich ist die Energie als Funktion der g;, p; t: 
1 A 
HQ, 9-5 m’ pp + Fl). (25) 


An Stelle der Hamıtron-Jacogıschen Gleichung bekommen wir also: 


3 


1 m 08 88 = 
D Dm CAS ôq; Ar F (q;, t) = (26) 


Im Spezialfall kartesischer Koordinaten ist 
1 ‚ ‚ 
Tem ty re). (27) 


d.h. m, =m,m,=0 für kl. 
Daraus folgt 
"0 für k+l; m" — (28) 
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und die Hamıtron-Jacogısche Gleichung nimmt die einfache klassische 
Form an: 


ralla) Hlas) +a) lt Pada o 


Für die relativistische Mechanik, von der wir in diesem Buch wenig 
Gebrauch machen werden, wollen wir uns auf kartesische Koordinaten 


beschränken. Wir hatten gefunden (Kap. 1, Gl. (48)): 


H (qi, Pi t) =c ym è + p3 + py +o + Flat). (30) 


Aus diesem Ausdruck gewinnt man die relativistische HAMILTON-JACOBI- 
Gleichung: 


(weee Er m 
E EE Ew o 


§ 5. Wirkungsfunktion für geradlinig gleichförmige Bewegung. Wir 
wollen die Wirkungsfunktion in zwei einfachen und wichtigen Fällen 
berechnen, in denen wir sie später brauchen werden. Wir beschränken 
uns auf die klassische Mechanik und betrachten zuerst die geradlinige 
und gleichförmige Bewegung eines Teilchens bei Abwesenheit äußerer 

Felder. Dann ist F = 0 und (29) wird: 


aaa a) ola) 7a (83) 


d 


Man bestätigt leicht, daß der Ausdruck: 


S (x, Y, Z, fo» Yo: 2o 1) = — 37 e- 2)’ +Y-y)"+@-— 20] (3%) 


ein vollständiges Integral darstellt. Nach dem Jacosıschen Satz muß 
gelten: 


08 88 m 
08 
— T = T (e — 2) = P,» (35) 
08 m S m { 
an he za) 2m; ag zu) sont; 
08 
PER = —(z — Za) = const. (36) 
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Die Konstanten auf der rechten Seite von (36) sind also gleich den 
konstanten Werten von Pa, Py, und p, und die Bewegungsgleichungen 
nehmen die bekannte Form: 


t= go tob y-yro,t 2er (37) 
an. 
Die drei Integrationskonstanten x, Yoo des vollständigen Integrals sind 
hier offenbar die Werte der Koordinaten zur Zeit t= 0. 
Das Integral (34) ist nichts anderes als das negative HamıLronsche 
Integral. Wir können nämlich das Hamivronsche Integral folgender- 
maßen schreiben: 


t 4 y 
[ra= |i medi= ymer. (38) 
0 0 
Wegen der Gleichförmigkeit der Bewegung ist aber: 
a, Em, ERATES IR IE) 
Do 2; re °, T (39) 


und: 
v = vi +o +o = Sile — ț r) H U y) H e zg. (40) 


Wir sehen also, daß das Hamıtronsche Integral sich nur durch das Vor- 
zeichen von der rechten Seite von Gleichung (34) unterscheidet. 

Man kann bei Abwesenheit äußerer Kräfte auch ein vollständiges 
Integral der Hamıtton-Jacogischen Gleichung finden, bei dem die Kon- 
stanten nicht mehr die drei Anfangskoordinaten, sondern die drei hier 
konstanten Impulse sind. Es hat folgende Form: 


1 2 2 2 
S (2, Ys 2,4, Par Pye Pa) = gm Po Hpo t Pp2lt — Pat Pyy 2,2. (41) 


Die Gleichungen — - = p, usw. sind identisch erfüllt. Die drei anderen 
Jacogischen Formeln heißen 
08 1 


Tam 
09% m 


EN mPyt 


p,t— x = const; y = const; 
ed ca 
TE p,t — z = const. 


Nennen wir die drei Konstanten — £9, — Yọ; —2,, So kommen wir wieder 


auf die Bewegungsgleichungen (37). Der Ansatz (41) folgt ebenfalls aus 
dem Hamıtrosschen Integral, denn dies ist bis auf eine additive Konstante 


Po a N O R EE 
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Wegen 


1 z 1 


stimmt das Hamıttossche Integral also wieder bis auf das Vorzeichen 
mit (41) überein. 

Schließlich haben wir gesehen, daß in konstanten Feldern (wozu offen- 
bar auch der Fall eines räumlich konstanten Feldes gehört) die Jacogısche 
Funktion in der Form Wt — 8,(8, Y, 2,%,%, W) geschrieben werden 
kann. ©; ist ein Integral der Gleichung (13). Um die Jacogısche Funktion 
auf diese Form zu bringen, bemerken wir, daß man einen der Impulse, 
z. B. p,, durch die beiden anderen und W ausdrücken kann, denn: 


p=2mW—-Pp—Pp. (43) 


Setzt man p, aus (43) in das negative Hamıtronsche Integral ein, so 
bekommt man: 


S (z, y, 2, t, W, Pas p) = Wi—-p,2—Pp,y— VY2mW— pi — piz, (44) 


S, (x, Y, Z, Pos Pys W) = P,t | P,Y je Y2mW — Pz = Py'2. (45) 
Die Bewegungsgleichungen (14) und (15) geben: 


ey nr = const; u nem 
V2mW-p-2 


ee = const; 
OPz V2m W- p- e 


08, m 2 © 
= —_ —t-1t,. 46 
E 2 n i Si 


Die ersten beiden Gleichungen liefern die geradlinigen Bahnkurven: 


£ — To S E (47) 


Px Py Pz 


Die dritte Gleichung (46) bestimmt die Bewegung auf der Bahn, d. h. 
sie gibt die Koordinate z als Funktion der Zeit: 


1 a 1 
z == 2mW — pz — Py (t — to) = z P (= to)» (48) 


wo £ offensichtlich den Augenblick mit z = 0 bezeichnet. 


$ 6. Wirkungsfunktion im konstanten homogenen Feld. Der einfachste 
Fall nächst der feldfreien Bewegung ist der eines konstanten homogenen 
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Feldes. Die Komponenten der Kraft seien an jeder Stelle kyk, k,. Man 
hat dann 


Pieru, J= kae = kyy he Im | (49) 
denn f, = — = ka usw. Die HamıtLron-JacogIsche Gleichung ist hier 


++] -nemue-he-. 60) 


E TORNS 
mle) 
Ein vollständiges Integral dieser Gleichung ist: 


3 1 
(2, 9,4,0,2, 95%) = - 7 D (e — t) 5128 ke (E+ 2o) 


ToD (51) 


Durch Einsetzen verifiziert man leicht, daß (50) durch (51) befriedigt 
wird. Die Gleichungen der Jacogischen Theorie geben zunächst 


08 m 1 08 m 1 
u E O aeh ee ee 
08 m 1 


Diese Beziehungen sind identisch erfüllt, denn für die gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung gilt: 


ke s 1 kya 
en tn,itzer, Y= ler 
Z = 2) + voz De (53) 
und 
Ez ka k, 
Ve ln Var (54) 
Hieraus 


m m 1 
Po = MV, 7 (x xo) | z Kat er er 


also Gleichung (52). 
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Die drei anderen Gleichungen von JACORI, = = const, geben hier 
. i 


ô 

88 _ a 5k r ie 08 m 1 

TIFN £ — £o) — 5 k, t = const ; an t Y — Yo) — g ky t = const; 
08 m 

me —— 2%) 5 zk, t = const. (55) 
k y : = 08.098 
Wenn > Yo» Zo die Anfangswerte der Koordinaten sind, müssen Ge: 97, 
0 0 
und 22 die Anfangsimpulse MVgzs MVoy und Mvo; sein, und man hat 


die Gleichungen (53) der gleichförmig beschleunigten Bewegung. 
Man kann aber das vollständige Integral (51) auch aus dem HamıLron- 
schen Integral erhalten. Dieses ist nämlich, mit geänderten Vorzeichen: 


zyet 
| (wat — X p,de) 
%oYo200 pee 
wyzt 
- | [Grt -Zuna- moda] 60 
Zo Yo Zo 0- FUE RIR 


Nun geben aber die Formeln (53) und (54) für die gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung: 


£ 
=t | 


zyz % 


Setzt man (57) in (56) ein, erhält man: 


+32. (57) 


zyet 


e O 
To Yo20 gyz syz 
- Im (a +5) de). (58) 


Die Größe unter dem Integralzeichen ist ein vollständiges Differential, 
denn die Ableitung des Koeffizienten von dt nach æ ist gleich der zeit- 
lichen Ableitung des Koeffizienten von dx, wie man leicht verifiziert. 
Führt man nun die Integration in(58) nach einer bekannten mathematischen 
Methode aus, so bekommt das Integral (58) den Wert (51). Das voll- 
ständige Integral ist also gleich dem negativen Hamırronschen Integral. 
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Wie im Fall der gleichföormigen Bewegung, können wir auch hier ein 
vollständiges Integral bekommen, das als willkürliche Konstanten statt 
‘der Anfangskoordinaten die Anfangsimpulse 


Don Moe: Poy =P voy Pos WE, = 


enthält. Schreiben wir wieder das negative Hamıtronsche Integral unter 
Benutzung der Formeln (54), so wird es: 


Nr 2 2, ( (Pos F ka t)? Dr z| dt— X (Pos +k,i)da}. (60) 


TyYz 


Die Integrabilitätsbedingung ist erfüllt, denn.man hat 


lan & Port et) t)? = 2 Z= (Pont i t)] = — k, usw. (61) 
und man sieht, daß das Integral (60) den Wert 


1 x + kz OÈ 
S(; Y, 2, t, Poz? Poy» Po) =z © Bo T ) Nr (62) 


gyz gyz 


hat. Man zeigt leicht, daß die Funktion (62) die HamıLron-JacoBısche 
Gleichung (50) befriedigt (was nach $2 dieses Kapitels von vornherein 
sicher ist). 

Aus der Ableitung der Funktion (62) geht hervor, daß die Gleichungen 


p= — 5 identisch erfüllt sind. Die Gleichungen — = const geben uns: 


08 wu 1 (Poz t Ez t)? Sen a 88 1 (Poy + ky 2i 
Pd: 2m ky Zr pp, 2m ky RA 
08 _ 1 (Poz+ ki? 
ET > — z = const. (63) 
Põz Pòv Pôz 


Sae Dmi Are sind konstant, und man kann daher schreiben 


x = const - A = t usw. (64) | 


Man hat also wieder die klassischen Gleichungen (53). 
Schließlich wollen wir noch ein vollständiges Integral von (50) von 
der Form 


S (£, Y, Z, t, 1, 0o, W) = Wt — S, (£, y,2,0,%,W). (65) 
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berechnen. Wir wissen, daß das möglich sein muß, da das Feld die Zeit 
nicht enthält. Wir werden diese Funktion (65) wieder aus dem Hamıtrox- 
schen Integral bekommen, aber zur Vereinfachung der Rechnung wollen 
wir diesmal für die Richtung des Feldes die z-Achse wählen. Dann ist 
ky = k, = 0,.und die Impulse p, und p, sind konstant. Der Ausdruck 


1 2 2 2 ; 
W,,.@2 19,12) ke (66) 


für die Energie liefert uns 


Pa = 72m W+k,)—- pi —p. (67) 
Folglich ist das Hamterossche Integral mit geändertem Vorzeichen: 
Wi — J (w.dx + p,dy + p, d2) 


=Wi—p,y—p2— Í Y2m(W-+ k,e) — pi — p} de 


1 9 973 = 
PA Pe geL OWE A py — pe] (68) 
Vergleicht man (65), so findet man 
Sı (z, Y, 2, Či, Ca, W) = Py TILE 


+ mW k2) — pi — pile (69) 


mit = p, und, = P Die Jacozısche Theorie sagt dann aus: 


08. p s ani : 

9 mW Eka) — pi — pi = const; 

08, AA Pz y2 m(W + k, x) — pi — pè = const (70) 
= PB a m k, 4 5 5 3 


d. h. die Gleichungen einer Parabel, und 


08, 1 2 n | 
am = g mW k, a) — pi = Pi =t to» (r1) 


d.h. 
Pa = k, (t — t0) = Pos + kat (72) 
wenn man mit Pos den Anfangswert von p, bezeichnet; das ist das bekannte 


‘Gesetz für die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit (Gl. 54). 
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DRITTES KAPITEL. 


Die Grundgedanken der Wellenmechanik. 


$1. Ausgangspunkt. Der Ausgangspunkt der Wellenmechanik war die 
Absicht, einen Zusammenhang zwischen dem Gedanken der Korpuskel 
und dem Gedanken der Periodizität herzustellen und so den Begriff von 
der Bewegung einer Korpuskel untrennbar mit dem Begriff der Wellen- 
ausbreitung zu verknüpfen. 

Wir werden zunächst als einfachsten Fall ein Teilchen untersuchen, 
das sich ohne äußere Kräfte bewegt und dabei wird sich zeigen, daß die 
gesuchte Beziehung zwischen Welle und Teilchen in gewisser Weise 
schon durch die Grundprinzipien der Relativitätstheorie festgelegt ist. 
Wir wollen zuerst daran erinnern, daß man unter einem GarItEIschen 
Bezugssystem ein kartesisches Koordinatensystem versteht, das relativ 
zum Fixsternsystem in Ruhe oder gleichförmiger geradliniger Bewegung, 
ist. Für solche Systeme gelten die mechanischen Gleichungen. Der Trägheits- 
satz, der eine Art versteckter Definition ist, sagt aus, daß ein Teilchen 
ohne Einwirkung von äußeren Kräften notwendig in Ruhe oder in geradlinig 
gleichförmiger Bewegung relativ zu jedem GALıtLEIschen Bezugssystem ist.. 

Aus der Gesamtheit der GaLiteischen Systeme wollen wir zwei heraus- 
greifen. Relativ zum ersten soll das Teilchen die Geschwindigkeit v = ße: 
in der Richtung der Achse O Z haben. Das zweite, sogenannte Ruhsystem 
des Teilchens bewegt sich relativ zum ersten mit der Geschwindigkeit o, 
und seine 2-Achse gleitet auf der des ersten. Wir bezeichnen die Koordinaten. 
eines Punktes im Ruhsystem mit £o Yo 2, und die im ersten System mit 
By, 

Vor Emstein nahm man die Existenz einer absoluten Zeit an, so daß. 
ein Beobachter im System xyz dieselbe Zeitkoordinate benutzte, wie 
ein Beobachter im Ruhsystem. Die Zeit- und Raumvariablen der beiden 
Beobachter waren also durch die Formeln der Gauiwer-Transformation: 


L= 2o; Ymy) 2=2 vt; t= (1) 
verknüpft. 
Die tiefgehenden Untersuchungen von Eımsrein haben nun zu der 
Annahme geführt, daß man statt der Gleichungen (1) die folgenden 
(Lorentz-Transformationen) zu setzen hat: 


=, Weg, nam I: ee (B=2). (2) 
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Ihre Umkehrung ergibt: 
E 
ur, Yo =Y; ne m e (3) 
VEe = 

Wir übernehmen die Formeln (2) und (3), ohne uns mit den Betrach- 
tungen der Relativitätstheorie näher zu beschäftigen, da das den Rahmen 
dieses Buches überschreiten würde. 

Betrachten wir zunächst das Bezugssystem x, Yo Zo, in dem das Teilchen 
ruht. Unsere Absicht ist, dem Teilchen eine Welle zuzuordnen. Dabei liegt 
wohl die Annahme nahe, daß diese Welle im Ruhsystem stationär ist, 
d. h. daß ihr mathematischer Ausdruck die Zeit nur in einem Faktor 
cos 2 7 volto — To) enthält. Durch Wahl des Zeitpunkts tọ = 0 läßt sich 
immer Tọ = 0 erreichen. Die Konstante », werden wir im folgenden die 
„Eigenfrequenz“ des Teilchens nennen. Betrachten wir jetzt denselben 
Vorgang in dem System gyz, in dem das Teilchen die Geschwindigkeit 
v = ße in der Richtung O Z hat. Es kommt darauf an, die Form der zu- 
geordneten Welle in diesem System zu bestimmen. Im Ruhsystem war 
der Phasenfaktor cos2r»,1y; nach der letzten Formel (3) muß er im 


pz 
tE } 
System © y 2: Cos 2 7t vo AF sein. Wir setzen 
ee me 4 
Y TET y ß FE; ( ) 


Dann ist der Phasenfaktor cos 2 rn v (t — 7) . Einem Beobachter im System 


xyz erscheint der Vorgang also wie eine Welle der Frequenz v, die 
sich in der Richtung OZ mit der Phasengeschwindigkeit V fortpflanzt. 
Das erscheint hier als eine einfache und direkte Konsequenz aus der 
relativistischen Gleichung für die Transformation der Zeit beim Wechsel 
des Bezugssystems. 

Die Phasengeschwindigkeit V der zugeordneten Welle ist umgekehrt 
proportional zur Geschwindigkeit v des Teilchens. Im Ruhsystem, wo 
die Geschwindigkeit des Teilchens Null ist, wird sie unendlich. Wir hatten 
oben bemerkt, daß die Geschwindigkeit eines Teilchens nach der rela- 
tivistischen Mechanik niemals größer als die Lichtgeschwindigkeit c sein 
kann, also ist immer 

Aa Te ©) 

Das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn die Masse des Teilchens 

Null ist. Das ist für die Liehtquanten oder „Photonen“ der Fall. Wir 


werden darauf noch zurückkommen. 
BE 
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$2. Andere Ableitung der eben gewonnenen Resultate. Die obigen _ 
Ergebnisse über die Phasenwelle, die zu einem Teilchen gehört, kann man 
auch mit einer anderen Methode gewinnen,- die einzelne Punkte klarer 
hervortreten läßt. 

Nach Voraussetzung hat die Welle im Ruhsystem überall gleiche 
Frequenz und gleiche Phase. Man kann also in diesem System die Ver- 
teilung der Phasen dadurch darstellen, daß man sich an jedem Punkt 
des Raumes eine Uhr denkt. Diese Uhren müssen alle synchron sein und 


die Periode 7, = 1 haben. Im System x, y,z bewegt sich jede Uhr mit 
0 


der Geschwindigkeit v = ße und unterliegt also der Emssteinschen ‚‚Zeit- 
dilatation“. Das bedeutet folgendes. Die Uhr hat eine feste Lage 2, im 
Ruhsystem, aber im System x, y, z wächst ihre z-Koordinate in der Zeit t 
um vt an. Die Veränderung der Zeit tọ, die die Uhr anzeigt, ist mit dem 
Ablauf der Zeit t durch die Lorentzsche Formel (4) verknüpft: 


3-6 = 1-2 
See (5) 


Wenn die Uhr eine vollständige Schwingung ausgeführt hat, so ist 


die Zeit ôt, = T, = I im Ruhsystem und folglich im System x, y, 2 
0 


die Zeit T I 
T,= ia > To (7) 
abgelaufen. Der Beobachter im letzten System wird also der Uhr eine 
längere Schwingungsdauer zuschreiben als ein Beobachter, der mit ihr 
verbunden ist. Das ist die Emssteinsche Dilatation. 
Wir betrachten nun statt der Schwingungsdauer die Frequenzen. Jede 
Uhr hat im System x, y,z die Frequenz 
1 <an 
n= =r Va s (8) 
bewegt sich aber gleichzeitig mit der Geschwindigkeit v. Wir werden 
zeigen, daß sie bei dieser Bewegung dauernd mit der Welle 
p=acos2ar(t— p) (9) 
in Phase bleibt. 
Um das zu beweisen, wollen wir annehmen, daß für einen Wert t 
der Zeit die Uhr für den Beobachter v, y,z in Phase mit der Welle ist. 


Es ist dann 
nv, — Z) = 2727,4; (10) 
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wenn z, die Abszisse der Uhr zur Zeit i, ist. Zur späteren Zeit t, befindet 
sich die Uhr an der Stelle z, = 2, + v(t — tı). Die Phase der y-Welle an 


diesem Punkt ist 2 xv (i — 2) und die Phase der Uhr 27 vit.. 
Es besteht also Phasengleichheit, wenn 


a, (i = 2) 5 (11) 


wofür man wegen (10) auch 


” (f — i) = rhi — t) — r y a h) (12) 
setzen kann, d.h. 


»=r(1—5)=>»(1 — 2°. (13) 


Die Gleichung (13) ist aber in der Tat auf Grund der Definitionen 
(4) und (8) erfüllt. 

$ 3. Brechungsindex. Hauptsatz über die Gruppengeschwindigkeit der 
ı-Wellen. Mit Hilfe der Phasengeschwindigkeit V kann man einen Bre- 
chungsindex für die y-Wellen im System x, y,z definieren. In üblicher 
Weise setzen wir 


(14) 
was wegen (4) 

n=6 (15) 
bedeutet. 


Setzt man in (15) die erste Gleichung (4) ein, so kommt 
Torea (16) 


Diese Formel kann man als Dispersionsgleichung für die y-Wellen zu 
einem Teilchen auffassen, das durch die Konstante », charakterisiert 
wird. Mit andern Worten sind in der Gesamtheit geradliniger gleich- 
förmiger Bewegungen, die dieses Teilchen relativ zu x, y, z ausführen kann, 
Frequenz und Phasengeschwindigkeit immer durch die Formel (16) ver- 
bunden. 


Diese Dispersionsformel führt auf einen sehr wichtigen Satz. Vorher 
aber wollen wir noch den Begriff der Gruppengeschwindigkeit definieren, 
den Lord RayreicH für die Wellenbewegung im dispergierenden Medium 
aufgestellt hat. Eine ebene monochromatische Welle der Frequenz », 
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die sich in irgendeiner Richtung (z. B. der x-Richtung) fortpflanzt, wird 
durch den Ausdruck 


NE 


acos 2m» (t—") 


beschrieben, in dem n der Brechungsindex des Mediums für die Frequenz » 
ist. Statt einer einzigen ebenen Welle betrachten wir eine große Zahl 
ebener monochromatischer Wellen, die längs Ox laufen und deren Frequen- 
zen in einem kleinen Intervall v — ôv, v+ ôv liegen. Wir nennen das 
eine „‚Wellengruppe‘. Eine dieser Wellen wird durch die Funktion 


afp + )decos2aß+ 2) ine +9) +5()|; le] < 6» 


gegeben, in der b(e) eine Phasenkonstante ist. Die Phasen sämtlicher 
Wellen mögen zu einer Zeit an einem bestimmten Punkt übereinstimmen. 
Dann wird an diesem Punkt die resultierende Amplitude besonders groß 
werden. Da im dispergierenden Medium die Phasengeschwindigkeiten der 
verschiedenen Wellen verschieden sind, so verschieben sich bei der Fort- 
pflanzung die Wellen ein wenig gegeneinander. Trotzdem gibt es immer 
einen Punkt der Phasengleichheit, dessen Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
im allgemeinen von der Phasengeschwindigkeit abweicht. Das soll im 
folgenden bewiesen werden. 

Man habe zwei Wellen der Gruppe mit den Werten e=e, und 
e= e,. (le |< 09; |e,| < 6»). Nach unserer Annahme waren die Wellen für 
einen Wert von x und ¢ in Phase. Ersetzen wir ¢ durch £-+ dt und 
x durch x + dx, so ändert sich die Phase der ersten Welle um 


F d 
2a| (+a) dt — (v + e)n (v +e,) =. 
Da aber e, klein ist, können wir, sobald die Funktion n(») stetig ist, 
nv + &)=n (v) a & (17) 


setzen. Bis auf die Größen zweiter Ordnung wird die Phasenänderung 
der ersten Welle: : 
di dn d 
2al (v+ e)dt— (v +.) — ge T =: 


Ebenso findet man für die zweite Welle 


2a + e) dt — (P H e)no Er, : 
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Wir bilden die Differenz der beiden obigen Ausdrücke. Sie verschwindet, 
wenn dx und dt der Bedingung 
end 
(ea — s )[at— "2 dr] — (e, — ern 0) = 0 (18) 


c 


genügen. Das bedeutet 
dt= no) Hrn). (19) 
Durch diese Gleichung ist eine Geschwindigkeit U definiert: 


Een. 


(20) 


Bewegt man sich längs der x-Achse mit der Geschwindigkeit U, so 
sind die beiden Wellen e = s, und e = e, immer in Phase. Da aber c; und 
€, beliebig waren, gilt unsere Betrachtung für sümtliche Wellen der Gruppe. 
Bewegt man sich also mit der Geschwindigkeit U längs der x-Achse, so 
sieht man immer alle Wellen der Gruppe in Phase. Mit anderen Worten 
bewegt sich das von der Phasengleichheit herrührende Maximum in der 
Richtung Oz mit der Geschwindigkeit U. Daher nennt man U die ‚‚Gruppen- 
geschwindigkeit“. 

Mit Hilfe dieser Definition wollen wir folgenden Satz beweisen: ‚Die 
Gruppengeschwindigkeit der zu einem Teilchen gehörigen Wellen ist 
gleich der Geschwindigkeit des Teilchens.“ 

In der Tat liefert das Dispersionsgesetz (16): 


nv = pw? — vè (21) 
und 
din) >» 1 
FE v?— vè n` (22) 
Also wegen (20) und (15) 
U=nc= Be ’ (23) 


wie wir behaupteten. 

$ 4. Beziehungen zwischen Wellen und mechanischen Größen. Bis hier- 
her haben wir keinen Zusammenhang zwischen den mechanischen Größen 
Masse, Energie und Impuls des Teilchens und den Größen Frequenz und 
Phasengeschwindigkeit eingeführt, die für die zugehörige Welle charak- 
teristisch sind. Wenn wir jedoch wollen, daß die zugeordneten Wellen 
uns für das Verständnis der Quanten nützlich sind, so muß ein solcher 
Zusammenhang bestehen ; insbesondere werden wir erwarten, daß Energie W 
des Teilchens und Frequenz » der zugehörigen Welle nach der Beziehung 


W=hv (24) 
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zusammenhängen, die die Quantentheorie als Ausgangspunkt benutzt. 

h ist die Prancksche Konstante. : 
Nach der Relativitätstheorie hat die Energie des Teilchens im System 

x,y,z den Wert: | 


W= ne (25) 
im Ruhsystem dagegen den Wert 
W=me. (26) 
Daraus folgt: 
w= A en (27) 


Die Beziehung (27) zwischen W, und W ist somit die gleiche wie die 
Beziehung (4) zwischen », und v. Da also die Energie des Teilchens sich 
beim Wechsel des Gauiteischen Bezugssystems wie die Frequenz der 
zugehörigen Welle transformiert, sind wir berechtigt, die beiden durch 


die Beziehung 
W=hv (28) 


zu verknüpfen, wo h eine Proportionalitätskonstante bedeutet, die wir 
natürlich gleich der Prawckschen Konstanten setzen werden. 

Wir betrachten jetzt den Impuls. Das ist ein Vektor in der Bewegungs- 
richtung, der in der relativistischen Dynamik die Größe 


md 


=- —— 29 

= (29) 

hat. Der Vergleich von (29) und (25) zeigt, daß die Länge dieses Vektors 
W 

p= (80) 


ist. 


Ersetzen wir W durch hv und - durch V, so können wir sagen, daß 


der Impuls ein Vektor von der Länge 
p= 7 =n (31) 


in Richtung der Phasengeschwindigkeit V ist. 
Es ist auch von Interesse, die Wellenlänge A der zugehörigen Welle 
durch die übliche Definition 
12 
\=— (32) 


y 
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einzuführen. Dann liefert Formel (31): 


p=Ż. (83) 


$ 5. Prinzip der kleinsten Wirkung und Fermarsches Prinzip. Wir haben 
also bisher gesehen, daß man einem Teilchen von der Masse m und der 
m c? 
AyI—P® 
schreiben muß, die sich in derselben Richtung mit der Phasengeschwindig- 


keit V = T == = fortpflanzt. Ihre Wellenlänge ist 4 = SEAL =? und 


p mv 


Geschwindigkeit v = fc eine Welle der Frequenz ⁄ = zu- 


ihre Gruppengeschwindigkeit gleich v. 
Wenn 6? klein gegen 1 ist (Newronsche Mechanik), darf man 


EE E 
hr= me Hame und A = zg setzen. 


Wir müssen hier schließlich noch eine wichtige Bemerkung machen. 
In einem Medium mit dem Brechungsindex 1 sind die Strahlen der geo- 
metrischen Optik durch die folgende Bedingung definiert (Fermarsches 


Prinzip): „Der Strahl von Punkt A nach B hat eine solche Form, daß 
B B 
das Kurvenintegral Ir dl = 2 fa dl ein Minimum ist.“ Hier ist n räum- 
Å 
lich konstant. Das FermaArsche Prinzip sagt also aus, daß der Strahl 
zwischen A und B die kürzeste Verbindung darstellt. Die Strahlen sind 


daher geradlinig und die Wellen eben. Es ist wichtig zu bemerken, daß 
= gleich £ ist, also das Fermarsche Integral in der Form 1 [paı 


ER A (p dx + P, dy + p, dz) geschrieben werden kann. Es ist also bis 


auf die Konstante n gleich dem MAvpertuısschen Wirkungsintegral. Wir 


stoßen hier auf eine Analogie zwischen dem Prinzip der kleinsten Wirkung 
für das Teilchen und dem Fermarschen Prinzip für die zugehörigen Wellen. 

Wir haben in diesem Kapitel den Zusammenhang zwischen Wellen 
und Korpuskeln nur für den einfachen Fall der kräftefreien Bewegung 
aufgestellt. Wir werden diesen Zusammenhang auf den Fall verallgemeinern 
müssen, wo sich das Teilchen in einem Feld bewegt. Dazu werden wir 
uns auf die eben angedeutete Analogie zwischen dem Prinzip der kleinsten 
Wirkung und dem Fermarschen Prinzip stützen können. Zu diesem 
Zweck ist es nötig, die Frage der Wellenausbreitung noch etwas genauer 
zu studieren. 
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VIERTES KAPITEL. 


Allgemeines über Wellenausbreitung. 


$ 1. Wellen in einem homogenen unveränderlichen Medium. Wir 
wählen zuerst den einfachsten Fall: die Ausbreitung von Wellen in einem 
homogenen Raum von unveränderlicher Beschaffenheit. Das gilt z. B. für 
die gewöhnliche Ausbreitung von Lichtwellen in einem homogenen bre- 
chenden Medium. Die Ausbreitungsgesetze sind dann, durch eine zeit- 
lich und räumlich konstante Größe n bestimmt. Bezeichnet c die Vakuum- 
geschwindigkeit (c = 3 - 10% c. g. s.), so schreibt man die Wellengleichung 
meistens in der bekannten Form: 


Ay m? OR 
3y? 10 FE ET (1) 


Unter ‚einfacher Sinuswelle‘““ oder ,ebener monochromatischer Welle“ 
werden wir eine Lösung dieser Gleichung von folgender Form verstehen: 


v@9,2,)=a-0082n|pt— "v(en+ ßy+r2)|, 2) 


a heißt die Amplitude, v die Frequenz der Welle; die drei Konstanten 
«, p, y genügen der Bedingung zwischen den drei Richtungscosinus einer 
Geraden: 


a? + ß? + y4 = 1. 
Mit „Phase“ der ebenen monochromatischen Welle meint man die Größe 
P (x,y,z) =vt— Z («e+ by +yz). (3) 


Man bestätigt leicht, daß die ebene monochromatische Welle (2) wirk- 


lich eine Lösung von Gleichung (1) i > = = — 4Antv’y 
und kann daher statt (1) setzen 
Any? ne 
4y + ——y=0. (4) 
Ferner: 
3 y 4 n? nè y? y Aa? n? y? 
T a 
3y AnS a 
a c2 a (5) 
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und daraus folgt wegen der Beziehung zwischen «, ß undy, daß Gleichung (4) 
erfüllt ist. 
Wir setzen 


D,(©9y,2,)= (ee +ßy+y2). (6) 


Zu einer gegebenen Zeit ist die Phase (3) konstant auf den Ebenen 
©, = const oder «x + fy +yz = const. Das sind also Flächen gleicher 
Phase. Die Größen «, ß,y sind die Richtungscosinus ihrer Normalen. 

Im Verlauf der Zeit schreiten die Werte der Phase ® im Raum von einer 
dieser Ebenen zur nächsten vor. Man kann sagen, daß die Phase in der 
Richtung «, p, y weiterwandert, die man daher die Fortpflanzungsrichtung 
der Welle nennt. Die parallelen Geraden, die durch «&,ß,y gegeben 
werden, sind die ‚Strahlen‘ der Welle, und man kann leicht die Phasen- 
geschwindigkeit berechnen, d.h. die Geschwindigkeit, mit der man sich 
längs der Strahlen bewegen muß, um ständig den gleichen Wert der Phase 
zu beobachten. Bezeichnet man nämlich mit dl das Linienelement längs 
des Strahls, so ist 

dl=adz-+ pdy + ydz, (7) 


und die Änderung der Phase © für feste Werte von dt und dl ist 
d =vdt— Zal. (8) 


Diese Änderung verschwindet, wenn wir uns längs des Strahls mit 
dèr Geschwindigkeit. 


mare (9) 


bewegen. V ist die Phasengeschwindigkeit. 

In ähnlicher Weise bestimmt man die Wellenlänge A. Es ist die Länge, 
um die man bei konstanter Zeit auf dem Strahl fortschreiten muß, um 
die Phase Ø um 1 zu ändern, wodurch y wieder den Ausgangswert erhält 
Man. findet: | 

1-4. (10) 


$ 2. Dispersion. Im Vorigen haben wir angenommen, daß n eine Kon- 
stante war; es kommt aber häufig vor, daß in der Wellengleichung (4) 
der Brechungsindex n noch von v abhängt. Mit andern Worten ändert 
sich dieses n in Gleichung (4), obwohl es die Variablen æ y zt nicht ent- 
hält, mit der Frequenz v der betrachteten sinusförmigen Lösung. Man 
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spricht dann von Dispersion und nennt die Beziehung zwischen n und v 
das Dispersionsgesetz. Dieser Fall liegt insbesondere vor, wenn die all- 
gemeine Wellengleichung statt der Form (1) z. B. die Form 


dy EIY-Ky  (K=const) (11) 


eat 


hat. Denn wenn man hier die Lösung (2) einsetzt, so wird aus (11) 


4 2 y2 
m kK)y=0, (12) 


c 


Ay+( 


und um wieder auf Gleichung (4) zu kommen, muß man 


2 Ke 
m =1- a=b) (13) 


setzen. n hängt also wirklich von v ab. 


$ 3. Wellenzug und Wellengruppe. Die ebene monochromatische Welle 
ist eigentlich eine Abstraktion, denn sie erfüllt den ganzen Raum und 
bleibt in alle Ewigkeit bestehen. In Wirklichkeit ist eine Welle jederzeit 
auf ein endliches Raumgebiet beschränkt und dauert an jedem Punkte 
nur eine endliche Zeit. Eine Welle, die so in jedem Sinne beschränkt ist, 
heißt ein „Wellenzug‘“. 

Um einen Wellenzug darzustellen, betrachtet man nicht mehr eine 
einzige ebene monochromatische Welle, sondern eine ganze Gesamtheit: 


y (z, Y, 2,1) 
= Sa (v,a,ß}y)cos2n |vi — — (aux + by +yz) + 4 (»,«,b,y)]. (14) 


Der Ausdruck A soll andeuten, daß die verschiedenen Wellen im all- 
gemeinen verschiedene Phasen haben. Wenn «,ß,y immer noch an die 
Bedingung «® + p? +y? = 1 gebunden sind, so befriedigt nach den obigen 
Ergebnissen jede einzelne der Wellen die Wellengleichung, und folglich 
ist ihre Summe auch eine Lösung, da die Gleichung linear ist. 

Statt einer Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern kann 
man auch ein Integral betrachten 


p (æ, Y 2t) 
= drdadßalv,c,ß) cos 2 alvi (ext py +yz) + 4 (v,a p) | (15) 
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mit «@+ß?+y?®=1. Wenn n von v abhängt, so muß man natürlich 
in den Formeln (14) und (15) n als eine Abkürzung für n(v) betrachten. 

Um zu präzisieren, wie man einen Wellenzug durch eine Summe von 
ebenen monochromatischen Wellen darstellen kann, betrachten wir den 
folgenden Fall: Man habe einen Wellenzug, dessen Fortpflanzungsrichtung 
wir als z-Achse wählen, und der bei geeigneter Wahl des Anfangspunktes 
der Zeitkoordinate durch die Funktion 


nv 2 
vage Agv,2,l) cosäm|vt = rz] (16) 


dargestellt wird. Wir nehmen außerdem noch an, daß der Wellenzug 
symmetrisch um die z-Achse, d. h. daß A eine gerade Funktion der beiden 
Variablen x und y ist: 


A 2,4, A849 2,0); Aa gan) AR E 


Nach Definition soll der Wellenzug räumlich begrenzt sein, d.h. die 
Funktion A wird (zu einer gegebenen Zeit) nur dann von Null verschieden 
sein, wenn die Variablen g, y,2 in den Grenzen £y, £2; Yy Y2; 21, 2, liegen. 
Diese Grenzen bestimmen das Gebiet, das der Wellenzug im Raum ein- 
nimmt. Um die Rechnung etwas zu ver- , 

einfachen, nehmen wir an, daß in diesem 

Gebiet zu einer gegebenen ZeitdieFunk- 

tion A merklich konstant ist, mit Aus- 

nahme der Ränder, wo sie rasch ab- x 
fällt. Mit andern Worten ist bei einem ST Ta 
gegebenen Wert von y, z, t die Funk- en 

tion Á für v < x, Null, steigt dann in der Nähe von v = x, auf einen 
endlichen Betrag, bleibt bis x = x, konstant und fällt dann wieder schnell 
auf Null ab (Fig. 1). Die Abhängigkeit von y und z ist ähnlich. Ins- 
gesamt weicht also unser Wellenzug im größten Teil seiner Ausdehnung 
sehr wenig von einer ebenen monochromatischen Welle ab, aber er unter- 
scheidet sich davon natürlich an seinen Grenzen. 

Wir wollen eine Gesamtheit von ebenen Wellen mit sehr benachbarten 
Frequenzen und Normalenrichtungen ‚„Wellengruppe‘ nennen. Wir be- 
haupten, daß man den oben beschriebenen Wellenzug durch eine solche 
Gruppe darstellen kann, falls nur die Abmessungen des Wellenzuges groß 
gegen die Wellenlänge A und seine Dauer an einem festen Punkt groß 


6 $ TET 
gegen die Periode — sind. 
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Wegen der angenommenen Symmetrie des Wellenzuges um die 2-Achse 
muß die Wellengruppe die Form 


tni +2 ths 


Sau faß Sdea(e,e,ß) 


u ee 


cos2af(» + Re + py +a)+ Alap] (18) 


haben, wenn sie überhaupt den Wellenzug darstellen soll. 

Wir haben z und nicht yz geschrieben, weil « und ĝ sehr klein sind, 
y = J1 — a® — ß? sich also von 1 nur um Größen zweiter Ordnung unter- 
scheidet. 

Nun ist bis auf Größen zweiter Ordnung 


o+eno+ a) =rno) + ,, (19) 
und das Argument des Kosinus in (18) wird: 
2n[vi— vt (ur + py +e) + e(t- an z) +4(&,0,8)]. (20) 


Unter Benutzung der Formel cos (a + b) = cos a.cosb —-sin a. sin b 
kann man für (18) schreiben: 

TAi +Ne +ms 

cos 2 a [vt — La J; faa [as fasat, «œ, ß) 
i a 
d v v 
‚cos aļe (t — 402; — rO ag £+ py) + 4 (ea, p) | 
Ik RKE E 
—sin2 z [» i— on, [ae [as [ae a (e, œ, p) 
ke 

d v 
2-7" ax + By) +4(60,B)) ]. (21) 
Damit dieser Ausdruck (21) für die Wellengruppe mit dem Wellenzug (16) 
übereinstimmt, muß man in (21) zunächst den Koeffizienten des Sinus 
zum Verschwinden bringen. Dafür nehmen wir an, daß die Funktion A 
denselben Wert für alle Wellen der Gruppe hat und können dann A = 0 
setzen. Außerdem wählen wir für a (e,«,ß) eine gerade Funktion der 
drei Argumente. Die Geradheit in « und ß entspricht der Symmetrie 
des Wellenzuges um OZ. Die Geradheit in & entspricht einer Symmetrie 


‚sin 2ule (: — 
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der spektralen Beschaffenheit der Gruppe um die mittlere Frequenz ». 
Setzen wir schließlich noch 
7 Ns, 198 


+ 
A(,y,2,t) z= Jaofapfdeale,«, p) 
27773 
d(n») z n: 
„cos 2 a| e (t — 42 2) — 220 aa+py)], (22) 
so haben wir die Übereinstimmung erzielt. 

Wenn der Ausdruck (22) genau ist, d.h. wenn der Wellenzug wirk- 
lich durch eine Gruppe dargestellt werden kann, so kann man aus (22) - 
wiederum die RayLEieusche Gruppengeschwindigkeit ableiten. Wir nehmen 
nämlich eine Gerade parallel zur z-Achse an. Bewegt man sich auf dieser 
Geraden um ein Stück dz, so hat man stets einen konstanten Wert der 
Amplitude A, wenn man die Zeit, während der man das Element dz durch- 
läuft, gleich dt = 120”) 
kann man also annehmen, daß die resultierende Amplitude des Wellen- 
zuges im Ganzen in Richtung der 2-Achse mit der Geschwindigkeit U 
fortschreitet, die durch 


dz macht. In der hier verwendeten Näherung!) 


1 d(n») 
c dv (23) 


gegeben wird. 
U ist die Gruppengeschwindigkeit, die wir oben eingeführt haben. 
Wenn n nicht von v abhängt, so ist U = Z; die Gruppengeschwindigkeit 
fällt dann mit der Phasengeschwindigkeit zusammen. 
z 
U 
und es liegt nahe, die Variable z'’=z — U t einzuführen. Zu einer ge- 
gebenen Zeit ist 2’ bis auf eine Konstante mit z identisch und, wenn 2] 
und 2, die Werte von 2’ für Anfang und Ende des Wellenzuges sind, so 
hat man: 


Wenn also (22) gilt, so enthält A z und #nur in der Kombination t — 


a uU=-nm: (24) 


Offensichtlich ist die Gruppe (22) in z’ wie in x und y symmetrisch. 
Wir können also nun für (22) schreiben: 
Al2,9,2) 
tm +ns +n3 
r n 
= fae dß dea (e,«, ß) cos 2a | 72 + (ew by) |. (25) 
Ur Hk 
1) In Wirklichkeit hat ein Wellenzug während einer hinreichend langen Zeit 


immer die Tendenz, sich auszubreiten. Man sieht dies aus den strengen Rechnungen 
im Kap. 13. 
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Zerlegt man den Kosinus in eine Summe von Produkten von Sinus 
und Kosinus, so verschwinden alle Integrale bis auf das mit dem Kosinus 
wegen der Geradheit von a(e,«,ß). Setzen wir jetzt 


c(e,0,ß) =2a(e,«, ß), (26) 
A (x, y,2) 


so kommt 
an ale W 


= [au [ap | dec lesa, b) cos FTPA cos? z 0x:c082 n= py. (27) 
0090 


Das ist also die Form, die A haben muß, damit der Wellenzug durch 
eine Wellengruppe dargestellt werden kann. Es erhebt sich nun die Frage, 
wann A in dieser Form geschrieben werden kann. 

Die Theorie der Fourıer-Integrale lehrt, daß unter sehr allgemeinen 
Bedingungen eine gerade Funktion von syz auf die Form 


f(&,y,2) = [da [auf dv p (A, u,v) cos Ax cos uy cosvz (28) 
0 0 (0) 


gebracht werden kann, wo 


p(i,u,r) = fafafa (x,y,z) cos Ax cos uy cosyz. (29) 


=Q Ae i] 


Folglich kann die gerade Funktion 4A (x, y, z’) geschrieben werden: 
A(x, y,2') 


=] d| dp dec (e,a, b) cos Ezo gm ge cos +7 "By, (30) 
-Safarf 


mit 


c(e,«, p) 


y [% farf Zaya (8, y, 2) cos ziz cog an? ag cos e By. (N 


Um aber unsern Wellenzug durch eine Wellengruppe darzustellen, 
muß man (27) und (30) zur Übereinstimmung bringen, d. h. in (30) den 
‘ Integrationsbereich auf sehr kleine Intervalle 0, n1; 0,3; 0,7, be- 
schränken. Dafür muß die Funktion c(e, «, ß) aus (31) außerhalb dieser 
Intervalle verschwinden. Nun ist aber nach Voraussetzung A annähernd 
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konstant für v, < £ < £; Yı < Y L Ya; 2, <2, < Z, und Null außerhalb 
dieser Intervalle. Betrachten wir in der Formel (31) das Integral nach x, 
so ist 


Ta 
nv 
c (e, e, b) = const | A002" vzdr, (32) 
E21 


wo A annähernd konstant ist. Hat der Kosinus sehr viele Perioden im 


Innern des Intervalls x,, x}, so ist c(e, «,ß) annähernd Null. Damit c einen 
merklichen Wert hat, muß also 


- Eaa (83) 


gelten, wo das Zeichen ~ bedeuten soll: „von derselben Ordnung wie“. 
Damit die Bedingung (33) mit « < 1 übereinstimmt, muß 


1< (x, = Ta) (34) 


sein. Die Abmessungen des Wellenzuges in der x-Richtung müssen groß 


sein gegen die mittlere Wellenlänge A. Das Gleiche gilt für die Abmessung 
parallel zur y-Achse. 


Für die z-Richtung findet man: 
€ , 


ge — 23) ara aL, (35) 


und damit £ < v ist, muß gelten 
Zi — 2% = =UT. (36) 


Das Produkt UT ist im allgemeinen nicht mit der Wellenlänge V T 
identisch, aber häufig sind die beiden Größen von derselben Ordnung. 
Man kann also sagen, daß der Wellenzug durch eine Gruppe dargestellt 
werden kann, wenn seine Ausdehnungen in sämtlichen Richtungen groß 
im Verhältnis zur Wellenlänge sind. | 

Die Zeit, die er braucht, um an einem festen Punkt vorbeizulaufen, 
ist offenbar 

i — En (37) 
Diese Zeit muß nach (36) groß gegen die Periode sein. 
Nach (33), (35) und der entsprechenden Gleichung für y müssen die 


Größen T (e — T); 7 (Yi — Ya) und 2 (zi — 2,) mindestens von der 


Ordnung Eins sein. Wir wollen unter ‚„Wellenzahl‘‘ einer ebenen mono- 
de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik. 4 
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chromatischen Welle den Vektor N in der Richtung der Fortpflanzung 
bezeichnen, dessen Länge die Zahl 2 der Wellen pro Zentimeter angibt. 


Seine Komponenten sind 


& “Sip EA 
N= 7 N=-7 N=7- (38) 
Wegen der Annahmen über «, ß,y ändert sich für die verschiedenen 
Komponenten des Wellenzuges der Vektor X um 
1 
e (z) Na 


i 
ôN, =H; N=; 80,=5()=-—5-m=®%. (89) 


= Wir setzen: 
ae 0, OOE U; EE 2a (40) 


Das sind die maximalen Schwankungen der Koordinaten innerhalb 
des Wellenzuges. Mit dieser Bezeichnung gelten größenordnungsmäßig die 
folgenden Ungleichungen: 


ôN, ôsz1; ôN ðyzi  6N,62>1. (41) 


Schließlich bezeichnen wir noch die Dauer des Wellenzuges an einem 
festen Punkt mit 
a (42) 


und den Bereich der Frequenzänderung 7, innerhalb der Gruppe mit ö», 
Dann wird zufolge (35) und (37): 


ôv-ôt>1. (43) 


Die Formeln (41) und (43) werden sich später als wichtig für die BouR- 
HEisengerssche Theorie erweisen. 


$ 4. Konstantes, inhomogenes Medium. Bisher haben wir angenommen, 
daß der Brechungsindex nicht von x, y, z abhängt. Wir wollen jetzt in Be- 
tracht ziehen, daß n eine Funktion des Raumes sein kann, dabei soll 
aber n von der Zeit unabhängig sein. Dieser Fall tritt in der Optik für 
brechende, inhomogene Medien ein. Im allgemeinen hängt n auch noch 
von der Frequenz ab; die brechenden, inhomogenen Medien zeigen im 
allgemeinen auch Dispersion. 

Die Wellengleichung für Sinuswellen wird hier: 


4n?y? 
c 


Ay + 


u ER) (44) 


$ 4. Konstantes, inhomogenes Medium. 51 
Betrachten wir die sinusförmige Lösung 
y =a (x, y, 2) cos 2 x [v t — B (x,y,2)], (45) 
so ist die Amplitude @ jetzt noch räumlich veränderlich. Die Größe 
D (x,y,2,)=vt— B (8,Y,2) 


ist die Phase, die noch immer in ż, nicht mehr aber in z, y, 2 linear ist. 
Wir setzen (45) in (44) ein und erhalten: 


c 


[4a 4a, (Y + r a| cos 2 z (vt — B) 
xyz 


422049, |sin2aßt— 8,)=0. (47) 


ox 0% 


4- de 


Die Gleichung muß identisch erfüllt sein, die Koeffizienten von 
sin 2 z [vi — P] und cos 2 x [vt — P] müssen also einzeln verschwinden. 


Das gibt 
ODN nêr? 1 da 
2D (Ca) ine? FI a 
48) 
oD, da 1 ( 
Z Dx N 


Als Wellenlänge in einem bestimmten Punkte definieren wir die Größe: 
1 

ID,’ 
l 


fal (a 


A = 


(50) 


wo dl das Linienelement normal zur Fläche ®, = const am betrachteten 
Punkte bezeichnet. 

A ist hier räumlich veränderlich. Diese Definition enthält natürlich 
für konstantes n die übliche Bezeichnung, denn dann sind die Flächen 
= = (ex + ßy-+-yz) = const. Ebenen und die Richtungskosinus ihrer 


Normalen sind «, f, y, daher ist 


oð, nv y 


ol c v' 


Wie im Fall der homogenen Medien nennen wir die Flächen ®, = const 
Flächen gleicher Phase, die aber hier im allgemeinen nicht mehr eben sind. 
Die Kurven, die darauf senkrecht stehen, heißen auch hier die „Strahlen“ 
der Welle, und unter Phasengeschwindigkeit wollen wir die Geschwindig- 

4* 
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keit V(x, y, z) verstehen, mit der man sich von g, y, z längs des Strahls 
entfernen muß, um einen konstanten Wert der Phase zu bekommen. 
V ist leicht zu berechnen: schreitet man während der Zeit dt um das 


Element dl des Strahls fort, so ändert. sich die Phase ® um v dt — 2 dl. 
Und damit das verschwindet, muß man sich mit der Geschwindigkeit 


ol 
dl y OKOA 2 
a TL ade = 
ol 


bewegen. Man kann dann die Funktion (45) auf die Form 


y = a (x, Y, 2) Cos 2 (ri — -f2 : (52) 


bringen. Das Integral hat man längs des Strahls durch den betrachteten 
Punkt M (x,y,z), von einer gewissen Fläche gleicher Phase, von der aus 
man die Phasen zählt, bis nach M zu nehmen. Aber im allgemeinen ist 
V (x, y, z) nicht a priori bekannt und setzt die Bestimmung der Funktionen 
a(z, y,z) und ®(x,y,z) aus den simultanen partiellen Differential- 
gleichungen (48) und (49) voraus. | 

Es gibt jedoch einen interessanten Fall, woman V und ®, unmittelbar 
bestimmen kann, ohne a(x, y, z) zu berechnen. Das ist der Fall, wo längs 
einer Wellenlänge das Medium als homogen und der Brechungsindex als 
konstant betrachtet werden darf. Wir haben dann 


Tlga; i<a; “<a; 
2 (53) 
oe dał <a. 


Die letzte Beziehung (53) in Verbindung mit der Definition (50) zeigt, 

À : 14 k að 1 

daß in Gleichung (48) der Ausdruck To = gegenüber DA = =j 
TyYz 


zu vernachlässigen ist. Multipliziert man ferner Gleichung (49) mit 42 
und beachtet (50), so kommt: 


1 ða 1 

zat tzi 49, = 0. (54) 
Hier ist das erste Glied wegen (53) zu vernachlässigen. Wir können also 
schließlich statt des Systems (48), (49) schreiben: 


OPNS nyè 
(ee AN (55) 


—ı 
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Wir setzen nun entsprechend (51) 


y 
Vhs, y) = n => =Ż. (56) 
ol 


Die zweite Gleichung (55) ist dann notwendig erfüllt, denn &, ist 
nach (56) annähernd linear in x,y,z in Entfernungen von der Ordnung 


2 ð, 
0 x? 


der Wellenlänge, und Größen wie 9,72 sind zu vernachlässigen. 


Aus Formel (52) bekommen wir also die näherungsweise gültige Lösung 


220,9 230) = a2, U,8) cos2 a (vi » 22) (57) 
und die Bestimmung von ®; ist also hier a priori (bei gegebenen n (x, y, z)) 
ohne die Berechnung von a (x, y,z) durchgeführt. 

Wenn die obige Approximation möglich ist, so sagt man, daß die geo- 
metrische Optik gilt. Dann kann man in Bereichen von der Ordnung 
der Wellenlänge die Welle als eben und monochromatisch behandeln, aber 
in Gebieten, die viele Wellenlängen enthalten, gibt es eine langsame 
Änderung der Ausbreitungsbedingungen, die sich in diesem größeren 
Maßstab als Veränderung der Amplitude und in einer nicht linearen Phase 
äußert. 


$5. Konstruktion der Wellenflächen und Feruarsches Prinzip. Wir 
wollen untersuchen, wie man die Ausbreitung einer Welle bestimmen 
kann, falls die Voraussetzungen der geometrischen Optik erfüllt sind. 
Kennt man eine Fläche gleicher Phase, so kann man neue unendlich be- 
nachbarte dadurch konstruieren, daß man um jeden Punkt M der Fläche 
eine Kugel vom Radius eV (M) beschreibt, wo e eine unendlich kleine 
Konstante und V (M) der Wert von V am Punkte M ist. Die beiden En- 
veloppenflächen um alle diese kleinen Kugeln sind Flächen gleicher Phase, 
denn auf ihnen hat die Phase zur Zeit t — e bzw. t-+ e denselben Wert wie zur 
Zeit t auf der gegebenen Fläche. Die zwei Geraden, die den Punkt M mit 
dem Berührungspunkt der Kugel um M und der Enveloppe verbinden, 
sind Elemente des ‚„‚Strahls‘‘. Man kann so Schritt für Schritt alle Flächen 
gleicher Phase bestimmen und erhält gleichzeitig die Strahlen der Welle 
als Grenzen von unendlich oft gebrochenen Polygonzügen. 

Die obige Methode für die Konstruktion der Wellenflächen gestattet 
einen Satz zu beweisen, den die geometrische Optik als Axiom nimmt. 
Nach diesem Satz hat der Strahl zwischen zwei Punkten A und B die 
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Form, durch die das Kurvenintegral 


B 


B 

di ndi 

I Pa 
DE 


längs des Strahls stationär wird. In der Wellentheorie bedeutet das, daß 
die Zeit, die die Phase braucht, um von A nach B zu kommen, längs des 
Strahls am kleinsten ist. Um das zu beweisen, betrachten wir die Flächen 
gleicher Phase ©, (x, y,2)=c, durch A und ®; (z, y, z) = c, durch B 
und denken uns die sämtlichen dazwischen liegenden Flächen gleicher 
Phase mit Werten von c-zwischen c} und c, gezeichnet. 

Den Strahl von A nach B kann man dann in kleine geradlinige Stücke 
normal zu den anstoßenden Ebenen ®, = c zerlegen. Jede Kurve, die 
sich unendlich wenig vom Strahl unterscheidet, besteht aus unendlich 
kleinen geradlinigen Stücken der beschriebenen Art und mindestens zwei 
Stücken, die nicht auf den anstoßenden Flächen gleicher Phase senkrecht 


stehen. Die Größe T für ein Stück der ersten Art auf der variierten Kurve 


ist gleich 2 für das entsprechende Stück des Strahls. Die beiden Elemente 


dl sind nämlich normal auf den Flächen 8, = c und = c + dc, und 
für beide gilt 4 =“ = di= = Vergleicht man dagegen ein Stück der 
variierten Kurve, das nicht auf den anstoßenden Flächen gleicher Phase 
senkrecht steht, mit dem entsprechenden Stück des Strahls, so ist das 
erste größer, denn das Lot ist immer kürzer als eine schräge Verbindung. 
Damit ist das Fermarsche Prinzip bewiesen; es ist in der Wellentheorie 
kein Axiom, sondern ein Lehrsatz, der aber nur gilt, solange die geometrische 
Optik anwendbar ist. 


§ 6. Wellengruppen im konstanten, inhomogenen Medium. Es fragt 
sich nun, wie man den Begriff der Wellengruppe für konstante, inhomogene 
Medien verallgemeinern muß, wenn die geometrische Optik gilt. Die 
Funktion ®, genügt dann der Gleichung: 


HR m 


die man auch oft die Gleichung der geometrischen Optik nennt. Die Fläche 
gleicher Phase, die als Ausgangspunkt für die Konstruktion der Wellen- 
fläche gilt, gehört zu einer Schar von vollständigen Integralen 


D, (x,y,z, a, b) = const (60) 
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der Gleichung (59), und ebenso gehören die Flächen, die man aus dieser 
Konstruktion gewinnt, zu (60) und unterscheiden sich nur durch den 
Wert der Konstanten auf der rechten Seite. Für einen gegebenen Fall 
bilden also die Flächen gleicher Phase eine ee Schar. 


Insbesondere hat man für homogene Medien®, = — uar z-+-Py--y2), 


wo die beiden Parameter a und b die Melon: sind und y wie 
oben aus y = ap zu bestimmen ist. 

Wir konstruieren nun in folgender Weise eine Wellengruppe: Wir nehmen 
unendlich viele einfache Sinuswellen, deren Frequenzen und Parameter- 
werte in den Intervallen v — ôv, v + ôv; a — ĝa, a + ôa; b — ôb, b + ôb 
liegen. Zur Zeit tọ sollen alle diese Wellen am Punkt x2,%,2, miteinander 
in Phase sein. Wie bewegt sich nun dieser Punkt der Phasengleichheit ? 
Die Funktion 9, hängt von V, im allgemeinen auch von » ab, und damit 
die Wellen für t = tọ am Punkt z,%,2, zusammenfallen, muß sein 


08, 20, 08, EN 
dv — |( u), ad -(Z )2]=0. (61) 
Der Index 0 soll andeuten, daß die Ableitungen am Punkt £9 Yoo zu nehmen 
sind; die da, db, dv sind kleiner als ĝa, ôb, ôv. Für eine spätere Zeit t 


finden wir diesen Zustand der Phasengleichheit nur dann im Punkte x, y, z 
wieder, wenn 


td» dat at] =0. (9) 


In diesem Falle sind die Ableitungen von ®, am Punkte x, y, z zu nehmen, 
die da, db, dv sind denselben Einschränkungen wie in der vorhergehen- 
den Formel unterworfen. Die Relation (62) folgt aus (61), wenn 


2D, E EE 


aa Re er 


(63) 


Die beiden ersten Gleichungen bestimmen die Kurve, die der Wellen- 
berg‘ im Raum beschreibt. Die dritte bestimmt die Bewegung auf der 
Bahn. Die Analogie zur Jacopıschen Theorie für konstante Felder ist 
offensichtlich. A 

Man beweist leicht, daß die Bahnkurve, die durch die beiden ersten 
Gleichungen (63) gegeben wird, normal zu den Flächen gleicher Phase ist. 
Man braucht nur diese beiden Gleichungen zu differenzieren: 


0? ©, 
0a0x 


220, ®, IRRE ; 
Ibos de er dy -+ i dz =0. (64) 


dee eriy 4 aa =0, (64) 


ir = 02 
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Differenziert man aber die Gleichung (59) nach a und b, so findet man 


20, 32D, 00, 3D, 26,80, 


ôx 0x0a X ðy õyõa ðz 020da Ba (65) 
aD, aP, aD, aP, , 26,08, ä 
ôx 0x0b i ðy yob H 02 0205 0 (65) 


Vergleichen wir (65), (65’) mit (64), (64’), so sehen wir, daß die Ab- 
aD, 20, 58, 
DE ON OR 
längs der Bahn sind, folglich ist die Bahn normal zu den Flächen ®, = const. 

Wenn die geometrische Optik zulässig ist, so vollzieht sich die Aus- 
breitung in Gebieten von der Größe der Wellenlänge so, als ob der Brechungs- 
index konstant wäre und selbst in einem Bereich, der mehrere Wellen- 
längen umfaßt, können die Wellen (45) wie ebene Wellen mit konstanter 
Amplitude behandelt werden. Nun ist in diesem Falle die Wellenlänge 
viel kleiner als die kleinsten Längen, die wir noch direkt messen können. 
Es ist also möglich, Wellenzüge zu betrachten, deren Dimensionen nach 
unserem Maß sehr klein sind und die trotzdem eine große Zahl von Wellen- 
längen enthalten. Diese Wellenzüge können durch Gruppen von Wellen 
benachbarter Frequenzen und Richtungen dargestellt werden, und die 
einzelnen Wellen kann man in jedem Augenblick als eben und ihre Ampli- 
tude als konstant ansehen. Selbstverständlich aber ändern sich Amplitude 
und Phase langsam bei der Ausbreitung wegen der langsamen Variation 
des Brechungsindex. 


leitungen proportional den Differentialen dz, dy und dz 


$ 7. Wellen im veränderlichen Medium. Es bleibt noch der allgemeinste 
Fall zu besprechen, in dem die Bedingungen nicht nur von Ort zu Ort, 
sondern auch zu verschiedenen Zeiten verschieden sind: das ist der Fall 
eines veränderlichen, inhomogenen, brechenden Mediums. Wir setzen z. B. 
die Wellengleichung 


n? (£Y, 2, t) 0° y 
Ay = c ote 


(66) 
an. 
Da die Zeit hier keine ausgezeichnete Rolle mehr spielt, können wir 


sie nicht mehr durch Ansetzen einer Lösung eliminieren, deren Phase eine 
lineare Funktion der Zeit ist. 


Als allgemeinste Lösung werden wir also Sinuswellen der Form 


y(t, Y g, t) =a (Y2 iC AnD y et) (67) 
wählen. 
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Wir setzen diesen Ausdruck in die Wellengleichung ein und bringen 
die Koeffizienten des Sinus- und Kosinusgliedes einzeln zum Verschwinden: 


2 m de (68) 


oð da n? 3D oda 1 n? 0? Ø 
1 ða əx ôt a tr3el49d -5 a) =o. (69) 


Dann definieren wir 
ô Ð oD\-1 
vwy,2,1)= zr 12,y,2,1)= (— 1) ’ (70) 


wenn di das Element der Normalen zur Fläche ©, = const am betrachteten 
Punkt und zur betrachteten Zeit ist. Die Frequenz und Wellenlänge in 
(70) sind im allgemeinen zwei Variable ohne besondere Bedeutung; falls 
n konstant ist, gehen sie in Frequenz und Wellenlänge im üblichen Sinn 
über. 


Die Approximation der geometrischen Optik wird nur dann gelten, 
wenn in räumlichen Abständen der Ordnung A und in Zeitintervallen 


I le : 2 a0 
von der Ordnung — die Bedingungen wenig variieren. Dann kann man 


näherungsweise schreiben: 


SONAM VODNE 

De (1) 
TyYz 

und die zweiten Ableitungen von ® fortlassen. Die Gleichung (71) ist 
die allgemeine Form. der Gleichung der geometrischen Optik. In Bereichen 
von der Größe der Wellenlänge und in Zeiten von der Größe einer Periode 
darf man die Welle (67) als eben und monochromatisch ansehen. Daher 
kann man Wellenzüge finden, deren Länge und Dauer klein sind gegen- 
über meßbaren Strecken und die trotzdem die Bedingungen erfüllen, die 
für eine Darstellung durch Wellengruppen erforderlich sind. 

Es sei Ø (x, y,2,t,@,b,c) ein vollständiges Integral der Gleichung (71), 
und man habe eine Wellengruppe aus Sinuswellen, für die die drei Kon- 
stanten a,b, c in den Intervallen a — ôa, a+ ĉa; b—öb,b+öb; 
c — ôc, c+ öc liegen. Diese Wellen mögen zur Zeit tọ am Punkt £o Yo Zo 
alle in Phase sein; es muß dann 


(E Z) da -@ Ren ge! (72) 


sein, wo der Index 0 wieder andeuten soll, daß die Ableitungen am 
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Punkt £y Yo Zo und zur Zeit ĉ zunehmen sind, und wo da, db und de kleiner 
sind als da, ôb, dc. Um zur Zeit ¿ denselben Zustand am Punkte zyz 
wiederzufinden, muß 


08. 3D -= 


sein, wo diesmal die Ableitungen an der Stelle x, y, 2,2 zu nehmen sind. 
Damit (73) aus (72) folgt, müssen Beziehungen der Form: 

aD 
S= 


LA aD 
Ja =C 


e O99 C3 (74) 
bestehen. Diese drei Gleichungen geben die Bewegung des Punktes der 
Phasengleichheit. 

Die Analogie zur Jacosıschen Theorie ist offensichtlich. 

Nach dieser Untersuchung über Wellenausbreitung werden wir die 
Differentialgleichung aufsuchen, die wir in der Wellenmechanik für die 


Materiewellen ansetzen müssen. 


FÜNFTES KAPITEL. 


Die Differentialgleichung der Materiewellen. 


$ 1. Kriterium für die Wahl der Wellengleichung. Für den Spezialfall 
der feldfreien Bewegung eines Teilchens konnten wir einen Zusammenhang 
zwischen den Wellen und dem Teilchen aufstellen. Diesen Zusammenhang 
kann man so beschreiben: Zu einem Teilchen der Energie W und dem 
Impuls p gehört eine Welle in der Bewegungsrichtung (der Richtung 
des Vektors p) mit der Frequenz » — = und der Wellenlänge 4 = = : 
Der Vorgang spielt sich so ab, als ob das Vakuum für diese Materiewelle 


einen Brechungsindex n — V p = besitzt, wo », für das Teilchen cha- 
mc? 
k 
zusammenhängt. Die Geschwindigkeit des Teilchens ist die Gruppen- 
geschwindigkeit, die diesem Dispersionsgesetz entspricht. 

Andererseits war uns ein Zusammenhang zwischen dem Prinzip der 
kleinsten Wirkung und dem Fermarschen Prinzip aufgefallen (Kap. 3, § 5), 
und diese Analogie zwischen der alten Mechanik und der geometrischen 
Optik wird durch die Tatsache bestätigt, daß die Bewegung einer Wellen- 


rakteristisch ist und mit seiner Ruhmasse nach der Beziehung », = 
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gruppe in der Näherung der geometrischen Optik durch Gleiehungen be- 
schrieben wird, die eine auffallende Ähnlichkeit mit denen der Jacogıschen 
Theorie haben (Kap. 4). 

Wir werden also die Gleichungen so wählen, daß in der geometrischen 
Optik der Materiewellen die Strahlen mit den Bahnen der alten Mechanik 
zusammenfallen. 

Folgende Bemerkung ist wichtig: Die Länge 4 der Materiewellen und 


ihre Periode 7 =} sind proportional dem Prawckschen h und werden 


gleiehzeitig mit diesem unendlich klein. Wenn aber Wellenlänge und Periode 
unendlich klein sind, so ist nach den Überlegungen des letzten Paragraphen 
die geometrische Optik streng gültig. Solange man also A vernachlässigen 
darf, ist die alte Mechanik vollständig hinreichend. Wir müssen demnach die 
'Wellengleichung so wählen, daß sie im Grenzfall kleiner A in die alte 
Mechanik übergeht; damit haben wir ein Kriterium für ihre Aufstellung 
gewonnen. 


§ 2. Feldfreie Bewegung. Wir betrachten zunächst den einfachsten 
Teil der Bewegung ohne Feld. Man darf sicher sein, daß man in diesem 
Fall die Wellengleichung in der folgenden Form zu schreiben hat: 


12y 49m 


Alena h2 Yp. (1) 


Denn setzen wir in diese Gleichung den Ausdruck für eine ebene mono- 


chromatische Welle ein, so kommt wegen < =— 4r’ ry: 
(d 


4 nv? 1 m m? ct 


Ay ray =o. (2) 


Da aber nach Definition mc? = hvo, so kann man (2) auch in der Form 


dy +1 -2y=0 (3) 
schreiben. 


Diese Gleichung reduziert sich auf die Formel (4) des vorhergehenden 
Kapitels durch den Ansatz 


n-yı-#. (4) 


Das ist gerade, was wir brauchen, um mit unseren früheren Resultaten 
im Einklang zu sein. 
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-Wir schreiben die einfache Sinuswelle in der Form: 


2a 
y (z, Y, 2, i) =a cos2 7 |» 1 en +By+ya]=acos?3t. (5) 
In der Größe $ haben wir hier dasselbe, was wir im vorhergehenden Kapitel 


®© genannt haben. Im folgenden werden wir unter dem Ausdruck Phase 
immer g verstehen. Man hat offenbar 


p=hrt—hv-(ax+ßy-+y2) (6) 
und folglich 
îy i op Un. DEL O N Lk 
u e eur 


Nun war nach unseren früheren Resultaten 


h h 
hr=W, —=-5-|pl (8) 
daher 
TOF ad DEE 2: 
Wer: Da oe A T ay’ Pe 02 ° (9) 


Das sind genau die Bedingungen, denen die Wirkungsfunktion genügen 
muß. 

Auf diese Weise kommen wir dazu, die Phase mit der Wirkungs- 
funktion zu identifizieren. 


$ 3. Konstantes Feld. Ein wenig komplizierter ist der Fall des konstanten 
Feldes; er entspricht dem unveränderlichen, aber inhomogenen brechenden 
Medium. Das Kraftfeld wird durch eine Potentialfunktion F(x, y, z) 
charakterisiert. Das Dispersionsgesetz, das man vernünftigerweise an- 
nehmen muß, ist, wie wir zeigen wollen: 


n = y6 = £ a = - (10) 


wo wiederum mc?= hv,. Natürlich kommt man wieder für F = 0 auf 
das feldfreie Dispersionsgesetz (4). Die Wellengleichung für monochroma- 
tische Wellen der Frequenz » ist dann 


dyt (1 z) -2]y=0. (11) 
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Nach dem, was wir bereits wissen, muß die geometrische Optik zulässig 
sein, falls F(x,y,z) langsam genug variiert, um in einem Bereich von 
mehreren Wellenlängen als konstant behandelt werden zu können. Dann 
kann man eine Lösung angeben: 


DIE, Uo E i) =acos2a(vt— > fnat). (12) 


Das Integral ist längs einer orthogonalen Trajektorie zu einer Schar voll- 
ständiger Integrale der Gleichung: 


TN ARAE ACAO 
(=) in c? aa) 
zu nehmen. 
Für eine Wellengruppe ist die Bahn des Wellenbergs durch die Glei- 
chungen =y y = c, und die Bewegung auf der Bahn durch 
CA 


7» tt, bestimmt. 


Um hieraus wieder auf die Gesetze der alten Mechanik zu kommen, 
genügt die Annahme, daß die Phase 


hb =p=hrt—* fndi=hrt— p, (e, y2) (14) 


mit der Wirkungsfunktion 
S er; Y,2;, t, W, &, b) = Wt — f (pdz aT pdy + p, dz) 


=Wt — ®, (x, Y, 2, W, &, p) (15) 
identisch ist. 
Wir werden also setzen: 
09 RES) Br Wa 3y ôS n 
a a er. 
09 ôS, îy 08, 


yohr, (16) 


daraus 
, nhv hv h 
Di Sep 


(17) 


Aus dieser Gleichsetzung von 8 mit y und von 8, mit pı kann man 
einige wichtige Folgerungen ziehen. 

Satz 1. Das Prinzip der kleinsten Wirkung von MAvperruis ist mit 
dem Fermarschen Prinzip gleichbedeutend. 
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In der Tat hat man: 
Jas, = f (p dz + p,dy + p,d2) \= f dp, 
= fZ hv (adz + Bdy-+ y dz) =” (ndl (18) 


und die Mavrertvuissche Bedingung ôS, = 0 ist mit der Fermarschen 
Bedingung ôfndl = 0 identisch. Mit anderen Worten: die Strahlen der 
Materiewellen sind identisch mit den möglichen Bahnen eines Teilchens 
zu demselben vollständigen Integral der Hamıtron-Jacopgıschen Gleichung. 


Satz 2. Die Gleichung der geometrischen Optik ist mit der HamILTon- 
Jacogischen Gleichung identisch. 
In der Tat ist diese in relativistischer Form: 


[4 - reyal- (5) - (5) - 


sie ist also hier 


1 2 [oSı\® (ABN? (PSA h»g 
aa a 


)=me, (19) 


3y 
er | E L SE nn a 1 ae e cap n? 3 en (20) 
Ersetzt man in (13) ð; durch a = o so findet man (20), wie zu be- 


weisen war. 


Satz 3. Die Gleichungen für Bewegung und Bahn nach der JAcoBI- 
schen Theorie stimmen mit denen für Bewegung und Bahn des Wellenbergs 
in einer Wellengruppe überein. Das folgt unmittelbar aus der Relation ọ = 8. 


Satz 4. Die Geschwindigkeit des Teilchens nach der alten Mechanik 
stimmt mit der Gruppengeschwindigkeit der Materiewellen überein. Zum 
Beweis gehen wir von der Bewegungsgleichung nach JACOBI aus: 


GISA 
write (21) 


Ist dl das Element der Bahn, das das Teilchen in der Zeit dt zurücklegt, 
so haben wir 


2e dl=dt (22) 
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und wegen Sn = p ist die Geschwindigkeit des Teilchens: 


er lowa] = Gr) es) 


Statt dieser Relation kann man auch setzen 


o aw oh) =g’ (24) 


das ist aber unsere Behauptung. 

Nach dem Vorhergehenden ist die relativistische Wellengleichung im 
konstanten Feld durch (11) gegeben. Falls man sich mit der Newroxschen 
Mechanik begnügen will, kann man schreiben: 


hr=m? + E=me +5 m? + F(z, y, 2). (25) 


Die Energien E und F sind klein, verglichen mit Av. Näherungsweise gilt 
also 


Tee VB VE 


2(E-F) 
VE (26) 


Dieses Dispersionsgesetz hat man also in der Näherung der klassischen 
Mechanik zu benutzen. Das Produkt »?n? läßt sich in der gleichen Näherung 


ur rme 2 me schreiben, und man erhält als Gleichung für die monochro- 


2 
matische Welle der Frequenz » = 7 um konstanten Feld mit dem 


Potential F (x, y,z) die unrelativistische Formel 


Ay+ SE" (B- My=0. (27) 


Das ist die heute bereits klassische Gleichung von SCHRÖDINGER. 


$ 4. Veränderliches Feld. Wir kennen somit die Form der Wellen- 
gleichung für monochromatische Wellen in konstanten Feldern. Wie wir 
schon gesagt haben, muß diese Formel als ein ausgearteter Fall einer all- 
gemeineren Formel aufgefaßt werden, in die die Frequenz nicht eingeht, 
und die nicht nur für die Superposition monochromatischer Wellen, sondern 
auch für zeitlich veränderliche Felder anzuwenden ist. 
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Der Grundgedanke zur Auffindung dieser allgemeinen Gleichung ist 
wieder, daß die Näherung der geometrischen Optik, insbesondere wenn 
man Ah unendlich klein macht, in die Hamıtron-Jacogische Gleichung 
übergehen muß, wobei dann die Phase gleich der Wirkungsfunktion zu 
wählen ist. ® 

Dieser Bedingung genügt die folgende allgemeine relativistische 
Gleichung: 


1 2 4 ð An? Fee, y,2,0 
Ay— en u) p ne = 0. (28) 


Für F = 0 kommt man wieder auf Gleichung (1). Wenn F nur v, y, z, 
aber nicht t enthält, so gibt es die monochromatische Lösung: 


y (£, Y, Z, t) =a (x, Y, 2) cos 2 n pt — B (x, y, z)]. (29) 
Wir schreiben sie in der komplexen Form e?”it-2) und bekommen 


opn N 
gp zrivy; 


Gi 2 
PPE vy. (30) 


Dann nimmt die Gleichung (28) die ausgeartete Form 


Ayv-+ 


er x? R) 4n? ( 


F°? 
A ie me) Y —U (31) 


c® 


an, in Übereinstimmung mit (11). 

Im allgemeinen Fall hängt F noch von der Zeit ab. Wir wollen zeigen, 
daß wir für unendlich kleine } für ¢ die Hamırron-Jacogische Gleichung 
wiederfinden, wenn y in der komplexen Form aa Gleichung (28) 


genügt. Setzen wir nämlich in Gleichung (28) y = ae > und bringen 
den Realteil zum Verschwinden, so wird 


1 a 4a 1/09 1/09 
dag 2 Ben ara 


< m [me -ia 7 (32) 


Ist A unendlich klein, so überwiegen die Glieder mit zy L alle anderen, und 


bis auf einen gemeinsamen Faktor bleibt: 


-r 3 (2) me, (33) 
tyz 
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d. h. die Funktion 9 befriedigt die relativistische HAMILTON-JACOBI- 
Gleichung. 

(33) entspricht also der Gleichung der geometrischen Optik für Materie- 
wellen. Ist g(x, y, z, t,&,ß,y) ein vollständiges Integral der Gleichung (33), 
so liefern, wie wir gesehen haben, die drei Gleichungen 


op i 3p dp 
Der EL ya (34) 


die Bewegung des Punktes der Phasengleichheit in der Wellengruppe; diese 
drei Relationen (34) sind aber nichts anderes als die Bewegungsgleichun- 
gen nach Jacosr. Allgemein kann also die Bewegung des Teilchens bis zur 
Näherung der geometrischen Optik durch die einer Wellengruppe ersetzt 
werden. 

Merkwürdigerweise hat Gleichung (28) einen imaginären Koeffizienten, 
so daß die Wellenfunktion, die ihr genügt, in komplexer Form geschrieben 
werden muß. Die Gleichungen der klassischen Wellentheorie enthalten 
nur reelle Koeffizienten, sie werden also durch reelle Wellenfunktionen 
y = a cos 2x Ø befriedigt; die komplexe Form von y ist auch eine Lösung, 
mitder man im allgemeinen rechnet, um dann am Schluß der Rechnung wieder 
zum Realteil überzugehen. Die komplexe Schreibweise ist also dort nur 
ein mathematischer Kunstgriff. Hier ist es dagegen anders: Die reelle 
Wellenfunktion befriedigt Gleichung (28) nicht, und die einzige Lösung 
ist komplex. . 

Genau wie bei unveränderlichen Feldern der Übergang von der rela- 
tivistischen Gleichung (11) zur unrelativistischen SCHRÖDINGER-Gleichung 
(27) möglich war, können wir im allgemeinen Fall die relativistische 
Gleichung (28) auf unrelativistische Form bringen: 

Wir erinnern an den Ausdruck für die Energie in der relativistischen 


Mechanik: 


@,9,2,)=m®+T+F= mè -+ E, (35) 


== 


worin T die kinetische, F die potentielle Energie bezeichnet. Æ ist die 
Energie der Npwroxschen Mechanik und stimmt mit der relativistischen 
bis auf die innere Energie mc? a und die Newroxsche Mechanik 


die Br durch den a, 


v2) =eh vv y2, 0) (36) 


de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik. 5 
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für die Wellenfunktion. y, ist also der Ausdruck, zu dem man kommt, 


wenn man in der Phase der komplexen Welle das Glied 2, fortläßt, 


: W E : 
d.h. wenn man die Frequenz von —- auf > verkleinert. 


Wir bezeichnen y, als reduzierte Wellenfunktion und = als reduzierte 


Frequenz. Setzt man (36) in (28) ein, so erhält man: 


1 ry, Ari a PPr A ae oia 
a 7 rer h? ] 


4ni Oo, 2 a1 > 4 n? oa BZ 
+55 [F veg ime p| — em c -5 v, =0. (37) 


RL, ô 
F?%y, kann man gegen Fmc?y, vernachlässigen, ebenso F ni gegen 
3 2 Pr . 
mce? Wr, sowie ne gegen ZE ri denn alle Ableitungen von y, 


sind klein gegen mc?. Es bleibt übrig: 


Ap e a oya (38) 


Damit haben wir die unrelativistische Gleichung!) für die reduzierte 
Wellenfunktion. 


Wenn das Feld von der Zeit unabhängig ist, so können wir schreiben: 


2 ri 
= — [Et — pı (2,9, 2)] 


va, yaje? (39) 


und daraus folgt sofort wieder die Schröpingergleichung (27). 
Häufig schreibt man Gleichung (38) ohne den Index r, aber man darf 
nicht vergessen, daß ihre Lösung die reduzierte Wellenfunktion ist, 


mc? TEN 
deren Frequenz um —- zu klein ist. 


$5. Formales Verfahren zur Auffindung von Gleichung (38). Wir 
können die unrelativistische Wellengleichung auch unter Benutzung eines 
Verfahrens ableiten, das für den Vergleich der Hrısengereschen Quanten- 
mechanik mit der Wellenmechanik sehr wichtig ist. Es besteht in folgendem. 
Wie wir wissen, ist die Hamıtton-Jacosische Gleichung der klassischen 
Mechanik: Mr Sa 
H| got, — 3) — =, (40) 
1) Die unrelativistische Differentialgleichung ist in ? von erster Ordnung, die rela- 
tivistische dagegen von zweiter Ordnung. Das ist ein wichtiger Unterschied, der von 
DIRAC besonders hervorgehoben wurde. 
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wenn H (4:1; — 28) dadurch entsteht, daß man in der Energie als 


öq, 
Funktion der Koordinaten g,, der Impulse p; und der Zeit t jeden Impuls 


p: durch — z ersetzt. 


a ersetzen D der linken Seite von (40) Å — Ž durch das Symbol „— = = — 


und 2 — © durch „" er ° und erhalten so einen er Führt man diesen 


A an dr ae) Wellenfunktion y aus und setzt das Resultat 
gleich Null, so findet man wieder Gleichung (38), falls die g, kartesische 
Koordinaten sind. 

In der Tat haben wir in kartesischen Koordinaten 


1 ‚2 r ‚2 
T=5 m(x +y’ +z’). (41) 
Folglich: 


1 9 pA 9 [i 
H (qi Po t) = gz (Pe + Po +p) + Ele, y, z, t), (42) 


und die Hamıtron-JacogIsche Gleichung wird 


ee rt. (43) 


Durch die beschriebene Methode bekommt man den Operator 


2 


0° ö ô 


h? 
rich aye T UEN E (44) 
und auf diese Weise die Differentialgleichyng 
1 8 n? 4ni ðy 
A he V= DE? (45) 


die wirklich mit (38) übereinstimmt. Man verifiziert leicht, daß dieselbe 
Methode in nicht orthogonalen Koordinaten eine falsche Wellengleichung 
liefern würde. 


SECHSTES KAPITEL. 


Klassische Mechanik und Wellenmechanik. 


$1. Bedeutung der Amplitude a in der klassischen Mechanik. Wie 

wir jetzt bereits wissen, entspricht die alte Mechanik dem Fall, wo die 

w-Wellen den Gesetzen der geometrischen Optik folgen Die Phasen- 

funktion œ kann dann mit der Jacogıschen Funktion identifiziert werden. 

Wir müssen noch fragen, welche Bedeutung wir der Amplitude a zu- 
5x 
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zuschreiben haben, wenn wir vorläufig die klassische Vorstellung der 
Massenpunkte beibehalten wollen. 

Wir wollen uns zunächst mit den unrelativistischen Gleichungen be- 
gnügen. Die Überlegungen gelten also natürlich nicht für sehr schnelle 
Teilchen, z. B. für Lichtquanten, und bei der Betrachtung der Photonen 
werden wir später die Beweise anders führen müssen. 

Wir gehen dazu von der allgemeinen unrelativistischen Gleichung aus: 


= m 4nim ôõy 


Fay2)y—= ar (1) 


Ay — 


und setzen darin: ae 
ELAN 


Ya eh” DE (2) 
a und 9 sind zwei reelle Funktionen, Betrag und Phase der komplexen 
Größe y. Durch Trennung von Realteil und Imaginärteil: 


4 n? 8m 8 ô ; 
Aa 
Tyz 
Ari da 09 2 ri Ani da 
EP 7 Te Ad Au ak z 
Nach den Betrachtungen im Kap. 4, (wo ® = rs war) darf man in der geo- 
metrischen Optik das Glied Aa gegen = a 2 (2) vernachlässigen. Wir 
syz 
können dann für (3) und (4) schreiben: 
1 [/09\° ôg \? _ 0P 
met Henen, ©) 
da dp dadp , ða îy 1 EL, 
jaba tee RE e (6) 


Gleichung (5) lehrt uns nichts Neues, sie sagt aus, daß gleich der 
Wirkungsfunktion ist Aus Gleichung (6) wollen wir die Bedeutung von 
a entnehmen. 

Es sei S(x, y, z, t,x, ß,y) ein vollständiges Integral der HamiLron- 
Jacogıschen Gleichung mit den drei willkürlichen Konstanten «, ß, y 
Nach der Jacogischen Theorie sind dann die Bewegungsgleichungen 

08 08 08 
re ee (7) 

Es gibt also unendlich viele mögliche Bewegungen des Teilchens zu 

derselben Wirkungsfunktion, d. h. zu gleichen Werten der Konstanten 
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x, p, y, aber verschiedenen c,, c und c}. Wir sagen dann, daß diese Be- 
wegungen zu einer Klasse gehören. 

Wir denken nun, statt an ein einzelnes Teilchen, das eine Bahn be- 
schreibt, an einen Schwarm von gleichen Teilchen, mit Bewegungszuständen 
einer Klasse. Wie wir wissen, bekommen wir die Impulse p,,p,,p, aus 
der Funktion © gemäß: 


FFR2) ‘P; Az az (8) 
oder vektoriell 
p = — grad S. (9) 


In der Newronschen Mechanik ist p = mo, und wir schließen: 
1 
b=— — grad S. (10) 


Die Bewegung des Schwarms ist also vollkommen bekannt, wenn man 
die Funktion $ kennt. Da wir hier p mit S gleichsetzen können, ist Glei- 
chung (6) äquivalent mit 

da , da 
a! = Be z 


+5adivv =0. (11) 
Durch Multiplikation mit 2a findet man leicht: 
IL div (a° 9) 0. (12) 


Andererseits muß bei der Bewegung des Schwarms die hydrodynamische 
Kontinuitätsgleichung bestehen, die zum Ausdruck bringt, daß die Zu- 
nahme der Teilchenanzahl in einem Raumgebiet gleich der Differenz ist 
zwischen der Zahl der Teilchen, die in dieses Gebiet 
eintreten und der Zahl der Teilchen, die es verlassen. Wir 


betrachten das kleine Parallelepiped ABODA’B’C’D', A ; 


8 B' 


3 202 
dessen Flächen senkrecht zu den Koordinatenachsen |/ i 
liegen, und dessen Kanten die unendlich kleinen Längen ? > D 
dx, dy, dz haben. “ea 


Wir bezeichnen mit o, Vs, vy, v, die Dichte und die Geschwindigkeits- 
komponenten des Schwarms in der Mitte des Parallelepipeds. Durch die 
Fläche 4 BCD von der Größe dydz senkrecht zur x-Achse ist der Teilchen- 
strom in der Zeit dt 


(ev, — a 7) di dy dz. 
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In der gleichen Zeit strömt durch A’B’C’D': 
(ov, an 7) dt dy dz. 


Der Überschuß dessen, was durch A BOD eintritt, über das, was durch 
4A’B’C'D herausgeht, ist mithin: 


3 (o Ve) 
— lere) dt dæ dy dz. 


Führt man dieselbe Rechnung für die beiden anderen Paare von Flächen 
durch, so findet man als gesamte Differenz zwischen dem, was in der 
Zeit dt in das Parallelepiped eintritt und dem, was es verläßt: 


— div (o v) dt dx dy dz. 
Das muß gleich der Zunahme der Zahl odx dy dz der Teilchen in dem 


Volumenelement während der Zeit dt sein. Diese Zunahme ist ĉe dt dx dy dz. 


Auf diese Weise bekommt man die Kontinuitätsgleichung der Hydro- 
dynamik: 7 
7, +div (e9) =0. (13) 


Der Vergleich mit (12) legt den Ansatz 
o = Ka’ (x, y,2, t) (14) 


nahe, bei dem K eine Proportionalitätskonstante ist, die man gleich 1 
wählen kann, da a nur bis auf einen Faktor definiert ist. Man findet so 
das folgende Resultat: „Das Amplitudenquadrat der y-Welle, ihre In- 
tensität, kann man als die Dichte des Teilchenschwarms an dem betreffenden 
Punkt und zur betreffenden Zeit betrachten.‘ 


§ 2. Wahrscheinlichkeitsverteilung. Der Teilchenschwarm des vorher- 
gehenden Paragraphen veranschaulicht eine Klasse von möglichen Be- 
wegungen eines einzigen Teilchens. Die Dichte des Schwarms kann man 
auch als die Wahrscheinlichkeit dafür betrachten, daß ein Teilchen, dessen 
Bewegung zur betrachteten Klasse gehört, sich zu einer bestimmten 
Zeit an einem bestimmten Punkt befindet, wenn seine genaue Lage un- 
bekannt ist. Wir können also das Ergebnis, das wir am Schluß des letzten 
Paragraphen gewonnen haben, so ausdrücken: „Die Intensität der y-Welle 
gibt zu jeder Zeit an jedem Punkt die Wahrscheinlichkeit, das zugehörige 
Teilchen dort zu finden.“ Wir hatten diese Annahme in der Einleitung 
als „‚Interferenzprinzip‘ bezeichnet. Man sieht also, daß in der geometrischen 
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Optik der y-Wellen das Interferenzprinzip bereits durch die Tatsache 
gesichert bleibt, daß dann die alten mechanischen Gesetze für die Be- 
wegung gelten. 

Dem Teilchenschwarm, der zu einer Welle gehört, scheint demnach 
etwas von einer Wahrscheinlichkeit anzuhaften. Man kann diesen Schwarm 
als ein fiktives Fluidum, „das Wahrscheinlichkeitsfluidum“, auffassen, 
und seine Dichte a? gemäß (14) an einem Punkt zu einer gewissen Zeit 
als die Anwesenheitswahrscheinlichkeit des zur betrachteten y-Welle ge- 
hörigen Teilchens. Die unendlich kleinen Teile des Fluidums, die wir als 
„Wahrscheinlichkeitselemente‘‘ bezeichnen wollen, beschreiben mögliche 
Bahnen des Teilchens, dessen genaue Lage wir als unbekannt annehmen. 
Diese ganze Theorie ist sehr klar, so lange, wie wir hier angenommen haben, 
die Ausbreitung der y-Welle nach der geometrischen Optik geschieht. 
Die Schwierigkeiten werden erst anfangen, wenn wir den Gültigkeits- 
bereich der geometrischen Optik verlassen. 

Wir wollen einen wichtigen Punkt betonen. Die Phase läßt sich voll- 
ständig unabhängig von der Amplitude bestimmen, es folgt nach den Glei- 
chungen der Jacogischen Theorie, daß die Bewegung des Teilchens auf 
der Bahn ganz unabhängig von der Funktion @ ist. Das ist notwendig, 
damit, wie in der alten Mechanik, die Bewegung des Teilchens durch 
sechs Anfangsbedingungen für Ort und Geschwindigkeit (die sechs Kon- 
stanten der JacoBIschen Theorie beschrieben ist. Würde die Bestimmung 
von Q die von & voraussetzen, so wäre die Form von g noch von den Werten 
der Funktion a an verschiedenen Punkten des Raumes zur Anfangszeit 
abhängig, und das hieße, daß die Bewegung des Teilchens nicht nur von 
den Anfangsbedingungen abhängt, sondern auch von der Wahrscheinlich- 
keit, daß die Anfangskoordinaten gewisse Werte haben! Diese paradoxe 
Tatsache tritt auf, wie wir sehen werden, wenn man die Begriffe der alten 
Mechanik auf das eigentliche Gebiet der neuen Mechanik ausdehnen will. 

Wir wollen genauer ins Auge fassen, wie man die Funktion a (x, y, 2, t) 
zu bestimmen hat, wenn man ein vollständiges Integral S(x, y, 2, t, «, ß,y) 
der Gleichung (5) kennt. Man muß eine Lösung von Gleichung (6) suchen, 
für die zur Anfangszeit tọ die Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Lage des 
Teilchens a? (x, y, z, tọ) ist. Wenn wir z. B. zur Zeit tọ durch ein Experiment 
die Lage des Teilchens bestimmt haben, so hat das Ergebnis dieses Ex- 
periments stets einen gewissen möglichen Fehler, und statt dessen kann 
man sagen, daß die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Teilchen zur Zeit to 
am Punkte x, y,z ist, durch eine Funktion f(x, y,2) gegeben wird, wobei 
das Raumgebiet, in‘ dem f merklich von Null verschieden ist, um so kleiner 
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wird, je genauer das Experiment war. Als Anfangsbedingung für die 
Funktion a von (6) wird man also ansetzen: 


a (2,9,2,5)— Ma y02). (15) 
Wegen ihrer Bedeutung befriedigt die Funktion f die Bedingung 
Ste yz) dv=1. (16) 


Das Integral ist über den ganzen Raum zu erstrecken. Also wird a dauernd 
der Bedingung 


fa (x,y,z, i) dv = 1 (17) 
genügen, denn die linke Seite von (17) ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 


daß das Teilchen zur Zeit t an irgendeinem Punkte des Raumes ist und 
muß daher offenbar immer Eins sein. 


§ 5. Beispiele. Zur Erläuterung des Vorhergehenden wollen wir zwei 
Beispiele ausführen. Zunächst den Fall des Feldes Null. Dann ist die 
ebene monochromatische Welle eine Lösung der Wellengleichung. Ihre 
Amplitude ist konstant, d. h., wenn man unendlich viele Teilchen in 
einem homogenen Schwarm betrachtet, die alle die gleiche Geschwindig- 
keit in derselben Richtung haben, so wird sich die Dichteverteilung des 
Schwarms bei der Bewegung nicht ändern. 

Lehrreicher ist der Fall eines unbegrenzten Schwarms von Teilchen 
gleicher Energie, die sich in der Richtung eines homogenen Feldes bewegen. 
Wir ‘können den ganzen Vorgang in einer Variablen x darstellen. 

Mit den Bezeichnungen von Kapitel 2, § 6 ist: 


F(x)=— ke. (18) 
Die Lage jedes Teilchens wird: 
tuts, (19) 


wo &, und v, Koordinate und Geschwindigkeit zur Zeit t = 0 sind. 
Für das vollständige Integral der Hamrtron-Jacopischen Gleichung, 
das W als willkürliche Konstante enthält, hatten wir gefunden!): 


3 
S(&,t,W=Wt— HB mke + w)]’. (20) 
Andererseits können wir in (6) @ durch $ ersetzen und erhalten: 
da 08 RS da 
Du de T aa ME S 


1) S. Seite 33. 
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Wir suchen die Bewegung eines unendlichen Schwarms von Teilchen, 
daher können wir annehmen, daß die Bewegung stationär und a von’ der 
Zeit unabhängig ist. Dann ist (21) einfach: 


da 08 IS 


dx 0x en (22) 
außerdem nach (20) 
08 OS mk 
— = — y2m(k W); 0 = —— 2 
x V2m(ke +W) da TONZES DE (23) 
und die Amplitude a bestimmt sich also aus der Gleichung 
1 da k 
ade 4(ka+W' l (24) 
Das Integral dieser Gleichung ist: 
const 
=; 25 
ykz +W ( 
Die Dichte des Schwarms ist also entsprechend (14) 
nn const Yke + W (26) 


a Nee 


wenn ọọ der Wert von ọ für ein gewisses x = vist. Die Dichte des Schwarms 
nimmt demnach in der Feldrichtung ab. 

Da wir den Grenzfall behandelt haben, wo die Wellenmechanik in 
die klassische übergeht, so muß (26) auch aus den klassischen Bewegungs- 
gleichungen folgen. Wir wollen zeigen, daß das wirklich der Fall ist. 

Wir fassen dazu eine gewisse Abszisse x, ins Auge und die Teilchen, 
die sich zur Zeit t= 0 in der Ebene x, befinden; diese Teilchen haben die 
Geschwindigkeit v,. Zur Zeit tsind sie in die Ebene x = x + vot + > 7 t? 
gekommen. Die Teilchen, die zur Zeit 0 in der Ebene s) — ôx, waren, 


hatten die Geschwindigkeit v, — ôv und haben nach der Zeit t die Ebene: 


ent tt (27) 

erreicht. 
Die Teilchen also, die zu Beginn einen Zylinder von der Basis Eins 
zwischen den Ebenen x, und &, — Ô £ erfüllten, sind zur Zeit t in einen 
‘Zylinder der Grundfläche Eins zwischen den Ebenen x und x’ gekommen. 
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Ist N ihre Anzahl, so ist die Dichte im ersten Zylinder 


N 
Qo m (28) 
und die im zweiten Zylinder: 
N N N E 2 
ee rent 9m m See (29) 
° D ape 


Nach Voraussetzung haben aber alle Teilchen des Schwarms die gleiche 
Energie W, und ihre Geschwindigkeit ist mit ihrem Ort durch die Be- 
ziehung 

zmo —ke=W (30) 
verknüpft. Daraus folgt 


2 (W+ ka) 
en 61) 


ôv, ist die Änderung der Geschwindigkeit bei der Variation ôs der Abszisse. 


Das ist wegen (31) 
köx, 


öv, a ne en (32) 
y2 m (k xy + W) 
und aus Formel (29) wird: 
1 k 
e= por Ei = 9, Y miD (33) 
E Vta tWt, antt 
ferner hat man: 
v= v + 2 (34) 


und nach (31) 


yke +W= ykz, +W ns (35) 


Man findet also schließlich für o den Ausdruck 


oa) = oa ERW, (36) 


und das stimmt mit der Formel (26) für die Intensität der Materiewelle 
überein. 


§ 4. Zusammenfassung von Kapitel 6. Wir haben somit einen Par- 
allelismus zwischen der alten Mechanik und der Ausbreitung der y-Wellen 
aufgestellt, wenn diese den Gesetzen der geometrischen Optik folgen. 
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Die Wirkungsfunktion geht dann in die Phasenfunktion der y-Wellen 
über, und unter Beibehaltung der klassischen Vorstellung, nach der die 
Teilchen bestimmte Bahnen mit wohlbestimmten Geschwindigkeiten 
beschreiben, kann man sich immer einen Schwarm von Teilchen vor- 
stellen, die alle Bewegungen zu derselben Wirkungsfunktion ausführen. Die 
Dichte des Schwarms kann stets durch die Intensität der Welle gemessen 
werden. Ferner kann man sich ein Wahrscheinlichkeitsfluidum denken, 
dessen Elemente die sämtlichen Bahnen der alten Mechanik zu einer 
festen Form der Wirkungsfunktion beschreiben. Dann wird man sagen, 
daß die Dichte dieses Fluidums in jedem Punkt und zu jeder Zeit die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Anwesenheit eines Teilchens liefert, 
von dem man bloß weiß, daß es eine dieser Bahnen beschreibt, ohne genau 
zu wissen, welche. 

Alle diese Vorstellungen sind hier ganz klar und in vollständigem 
Einklang mit den klassischen Begriffen. Fraglich ist nur, ob man sie auch 
noch über den Gültigkeitsbereich der geometrischen Optik hinaus verall- 
gemeinern kann. Wir werden sehen, daß man auf alle Fälle daran fest- 
halten muß, daß die Intensität der y-Welle die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung für die Lage des Teilchens liefert, selbst wenn man dadurch 
gezwungen wird, die traditionelle Vorstellung zu opfern, die den Korpuskeln 
Ort, Geschwindigkeit und Bahn zuschreibt. 


SIEBENTES KAPITEL. 


Interferenzprinzip und Elektronenbeugung an Kristallen. 


$1. Das Interferenzprinzip. Ein wichtiges Prinzip, mit dem man in 
der Optik das Resultat eines Interferenz- oder Beugungsexperiments 
vorhersagen kann, ist die Annahme, daß das Quadrat der Amplitude 
oder die Intensität an jedem Punkt des Raumes die mittlere Lichtenergie 
mißt. Nimmt man also die Existenz von Lichtquanten oder Photonen 
an, so muß man voraussetzen, daß für jedes Photon die Anwesenheits- 
wahrscheinlichkeit in einem Punkte proportional zur Intensität der zu- 
gehörigen Lichtwelle ist. Wir wollen dies das Interferenzprinzip nennen. 
In der Einleitung haben wir ausgeführt, daß es natürlich ist, eine Über- 
tragung dieses Prinzips in die Wellenmechanik zu versuchen und es auf 
Materieteilchen statt auf Licht anzuwenden. Das bedeutet die Annahme, 
daß die Intensität der y-Welle stets die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
für die Lage des Teilchens liefert, selbst dann, wenn die geometrische 
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Optik auf diese Welle nicht mehr anwendbar ist. Bezeichnen wir mit 
P(x,y,2,t)dv die Wahrscheinlichkeit, daß das Teilchen zur Zeit t im 
Innern des Volumenelements dv um den Punkt zg, y, z ist und setzen wieder 
Pai omy zt) 


y =a(z,y,z,t)e h ! (1) 


so muß folgende Gleichung bestehen: 
P(&, y,2,t) = Ka’le,.y01) TF Ky(«,y,2, 2): 9 (£, Y,2; 0). (2) 


y soll zu y konjugiert komplex sein. Durch geeignete Wahl der willkür- 
lichen Konstanten in a kann man immer K = 1 machen. Die Beziehung (2) 
ist der Ausdruck für das Interferenzprinzip. ` 

Alle Experimente, die unter solchen Bedingungen ausgeführt werden, 
daß die Ausbreitung der Materiewellen nach der geometrischen Optik 
erfolgt, bestätigen notwendig das Interferenzprinzip, wie aus den Ergeb- 
nissen des vorigen Kapitels folgt. Um die allgemeine Gültigkeit des Prinzips 
experimentell zu beweisen, muß man sich also an die Erscheinungen 
halten, bei denen die geometrische Optik versagt. Das trifft für die Ex- 
perimente über Elektronenbeugung an Kristallen zu: Diese Versuche 
erbringen den Beweis für die Notwendigkeit der Einführung von Materie- 
wellen und bestätigen zugleich die Gültigkeit des Interferenzprinzips für 
materielle Teilchen. 


§ 2. Elektronenbeugung. Davısson und GERMER gebührt die Ehre, 
als erste die Beugung von Elektronen an Kristallen nachgewiesen zu 
haben. Sie ließen ein Bündel von Elektronen gleicher Geschwindigkeit 
senkrecht auf die Oberfläche eines Nickelkristalls fallen, und zwar auf 
eine der regulären Oktaederflächen im kubischen System des Nickels. 
Die Elektronen hatten bei den ersten Versuchen von Davıssox und GERMER 
kleine Geschwindigkeiten zwischen 50 und 200 Volt. Später haben sie 
ihre Untersuchungen bis zu Elektronen von mehreren hundert Volt aus- 
gedehnt. Die Ergebnisse haben ganz eindeutig gezeigt, daß die Elektronen 
in den Richtungen konzentriert wurden, für die Phasengleichheit zwischen 
den Wellen, die an verschiedenen Gitterpunkten gestreut werden, be- 
steht, d.h.in den Richtungen, wo die zugehörige Welle Maxima hat. 
Die Erscheinung ist also genau analog zu der Lauzschen Entdeckung 
an Röntgenstrahlen. Ferner haben die numerischen Werte klar bewiesen, 
daß man der Welle eine Länge 

à = — (3) 


MU 
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zuschreiben muß, wie die allgemeine Theorie des Kapitels 3 verlangt. 
Man hat allerdings bei den Versuchen auch Abweichungen von den Voraus- 
sagen der Theorie von Brace und Lave bekommen, wenn man den Wert (3) 
für die Wellenlänge zugrunde legte. Diese Abweichungen scheinen sich 
aber durch den Brechungsindex des Kristalls für Elektronenwellen er- 
klären zu lassen, der von dem des Vakuums merklich abweicht. 

Ähnliche Experimente in etwas geänderter Form sind von Professor 
G. P. Tuomson in Aberdeen, dem Sohn des großen englischen Physikers 
Sir J. J. Tuomson, ausgeführt worden. G. P. Tuomson arbeitete nach 
einer Methode analog der DEBYE-SCHERRER-Methode für Röntgenstrahlen 
und benutzte Elektronen großer Geschwindigkeit (mehrere tausend Volt). 
Unter diesen Bedingungen sollten die Komplikationen, die von einem 
Brechungsindex des Kristalls herrühren, verschwinden. Wir hatten ja 
für den Brechungsindex der Materiewellen in einem Feld mit dem Po- 
tential F (x,y,z) gefunden (in Newroxscher Näherung): 


2 E— F(x,y, 
aa e (4) 
Außerhalb des Feldes (F = 0) wird der Index: 
2E 
= mc?" (5) 


Der relative Brechungsindex eines Kristalls im Verhältnis zum Vakuum 
ist also für ein Elektron der Energie E am Punkt x, y,z: 


nl, y,2) F (x, y,2) 
send „re 6 


wenn F(x,y,z) die potentielle Energie der Gitterpunkte auf ein Elektron 
in der Lage x, y, z ist. F(x, y, z) ist von E unabhängig, 2 wird also offen- 
(0 


bar Eins, wenn E unbeschränkt wächst. 


In den Experimenten von Davısson und GERMER unterschied sich 


der Brechungsindex = von 1 um ungefähr ne Für die 50—100mal schnelle- 
(0 


è = n 
ren Elektronen von Tuomson war daher die Differenz er ] zu ver- 
(0) 


nachlässigen, und demnach waren die Resultate, wie wir später im einzelnen 
sehen werden, in völliger Übereinstimmung mit der Theorie von Brace 
und Lave und der Formel (3). 

Schließlich wurden weitere bemerkenswerte Versuche über Elektronen- 
beugung in Deutschland von Rurr ausgeführt. Er ließ langsame Elektronen 
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durch Metallfolien gehen. Auch hier wird die Theorie bis auf einen kleinen 
systematischen Fehler, der wiederum dem Brechungsindex zugeschrieben 
wird, gut bestätigt. Ganz kürzlich konnte Rurr mit Hilfe der Methode, 
die ComPton und THIBAUD so erfolgreich für die Röntgenstrahlen benutzten, 
die Beugung eines Elektronenstrahls an einem gewöhnlichen optischen 
Strichgitter bei fast streifendem Einfall nachweisen. Wiederum konnte 
Formel (3) mit großer Genauigkeit bestätigt werden. Auf diese Weise 
hat man die Wellenlänge der Elektronenwellen direkt mit einem von 
menschlicher Hand gezogenen Maßstab verglichen. 

In diesem Buch können wir uns nicht mit allen diesen zahlreichen 
Versuchsergebnissen beschäftigen. Wir werden ‚uns auf die Experimente 
von Prof. G. P. Tomson beschränken, die alle Schwierigkeiten mit dem 
Brechungindex vermeiden. Für die anderen Versuche sei der Leser auf 
die Originalabhandlungen verwiesen. Für uns ist wichtig, daß die Ver- 
suche eine gute Bestätigung für die Existenz der Wellen erbracht haben, 
die wir den Elektronen zuordnen, daß sie die Formel für die Wellenlänge 
als Funktion der Geschwindigkeit bestätigt und die Gültigkeit des Inter- 
ferenzprinzips auch für materielle Teilchen gezeigt haben. 

$ 3. Einleitendes zu den Versuchen von Tuonsoxr. G. P. Tuomson 
ging so vor, daß er einen annähernd homogenen Elektronenstrahl durch 
eine sehr dünne Metallfolie gehen ließ. Man nimmt heute an, daß eine 
solche Folie aus kleinen durcheinandergewürfelten Kristallen besteht. Um 
zu übersehen, welche Erscheinungen bei der Streuung der Wellen an diesen 
Kristallen stattfinden werden, müssen wir zunächst einige Begriffe der 
Kristallographie zusammenstellen. 

Seit den Arbeiten von Bravaıs glaubt man, daß alle Kristalle aus 
materiellen Zentren bestehen, die nach regelmäßigen Gesetzen angeordnet 
sind und ein Gitter bilden. Das Gitter vom einfachsten Typus wird da- 
durch definiert, daß jede Translation in der Form n;a + nab + ngc einen 
Gitterpunkt in einen andern überführt. a, b, c sind drei Vektoren, die 
nicht in derselben Ebene liegen, und n,, ng und ng beliebige ganze Zahlen. 
Die Zentren bilden dann die Ecken von unendlich vielen aneinander- 
gelegten Parallelepipeden. Die Translation, die zwei Punkte A und B 
des Gitters ineinander überführt, ist von der Form n(ha+7b-+ ke) 
mit ganzem n und drei ganzen teilerfremden Zahlen h,7, k; auf der Ge- 
raden AB liegen also unendlich viele Punkte, die auseinander durch die 
Translation (ha + jb + kc) hervorgehen, folglich enthält jede Ebene, in 
der nur drei Gitterpunkte liegen, die nicht zu einer Geraden gehören, un- 
endlich viele Ecken der erwähnten Parallelogramme. Sie heißt dann eine Netz- 
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ebene. Unterwirft man eine Netzebene einer Translation nma ngb + nc, 
so bekommt man eine neue Netzebene: die Netzebenen bilden also par- 
allele Ebenenscharen. 

Um eine solche Ebenenschar zu bezeichnen, wählen wir drei Ko- 
ordinatenachsen durch einen Gitterpunkt parallel zu den drei Vektoren 
a,b und c und betrachten die Ebene der Schar, die dem Anfangspunkt 
am nächsten liegt und die drei Achsen auf ihrer positiven Seite schneidet. 
Der Schnittpunkt mit der x-Achse ist dann ein Gitterpunkt mit der 
Abszisse m, a, der mit der y-Achse ein Gitterpunkt m,b und mit der z-Achse 
mc. Die kleinsten ganzen Zahlen h; hgh, die den m}, Ma, m, umgekehrt 
proportional sind, heißen ‚‚Indizes‘‘ der Schar. 

Die Ebene, durch die wir die Zahlen m,, Mma, m, definiert haben, hat 
die Gleichung 
tn. (7) 


m,a mb ` mc 


Ist k das kleinste gemeinsame Vielfache von m4, Ma, Mg, so hat man: 


k k k 


DE En hs (8) 
und (7) wird 
hZ t h Hh =k. (9) 


Alle Ebenen der Schar haben also eine Gleichung der Form: 
hE +h, 4A, = const. (10) 


Es ist nun leicht zu sehen, daß durch jeden Gitterpunkt eine Ebene der 
Schar geht. Es sei nämlich P eine Ebene der Schar durch einen Gitter- 
punkt A, und B ein anderer Punkt außerhalb P. Man kann dann durch 
eine Translation nya + nab + ngc A in B überführen und dadurch P 
in eine parallele Ebene P’ durch B verwandeln; jeder Gitterpunkt auf 
P wird in einen Punkt von P’ übergehen. Die Ebene P’ enthält also 
gleichfalls unendlich viele Gitterpunkte und ist folglich eine Ebene der- 
selben Schar wie P durch den beliebig gewählten Gitterpunkt B. 

Mit denselben Bezeichnungen wollen wir den Abstand der parallelen 
Ebenen P und P’ berechnen. Wir machen aber noch eine Einschränkung: 
die Vektoren a,b,c sollen aufeinander senkrecht sein; nur für diesen 
Fall werden wir die Formeln brauchen. A sei der Anfangspunkt der Ko- 
ordinaten. Die Gleichung für P ist dann: 

++ —0, (11) 


1q 
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wenn },; Aa, hg die Indizes der Schar sind, zu der P gehört. Die Koordinaten 
von B sind ma, nab, ngc. Wir haben kartesische Koordinaten, in denen 
der Abstand des Punktes B von der Ebene P durch die bekannte Formel 


aE (h, ni +h na + hg ng) (12) 


h2 We h2 
+ 


a? 


der analytischen Geometrie berechnet wird. 

Wir können für B einen beliebigen Gitterpunkt wählen, d.h. für 
Ni, Nng, Ng beliebige positive oder negative ganze Zahlen. Der Zähler von 
(12) kann also einen beliebigen ganzzahligen Wert haben. Die Gitterebenen 
der Schar hi, ha, hg sind demnach äquidistant, und ihre Abstände: 


1 


ee - - z (13) 
o 
Für ein kubisches Gitter mit a = b = c ist 
FA E I E (14) 


Y h3 +h? +h? 


Das einfache kubische Gitter wird durch die Ecken von unendlich 
vielen aneinanderstoßenden Würfeln gebildet. Die drei Vektoren a,b, c 
sind hier also aufeinander senkrecht und haben die gleiche Länge a. Die 
wichtigsten Netzebenen sind die Scharen: 


(100) Würfelfläche, 
(111) Oktaederfläche, 
(110) Dodekaederfläche. 


Die entsprechenden Abstände sind 


do = 4, 
a 

dii Be 
a 

d,10 Fr yZ 


Die wirklichen Gitter haben aber häufig kompliziertere Struktur. Es 
kann z. B. vorkommen, daß jeder Elementarwürfel, jede „Zelle“, nicht 
nur Zentren an den Ecken, sondern auch eines im Mittelpunkt hat. Man 
spricht dann von einem raumzentrierten kubischen Gitter. 
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Es sieht genau so aus, als ob man zwei einfache kubische Gitter um 
i (a+b -+ c¢) gegeneinander verschoben hätte. Die allgemeinste Trans- 
lation, die einen Gitterpunkt in einen andern überführt, ist dann 


(nt a)at (m +2)6+{m+2)c 
mit ganzen ny, no, ng und Werten O oder 1 für £££. Durch Wieder- 


holung der obigen Überlegungen findet man leicht für die Abstände 
zwischen den Ebenen einer Schar (h; hg ha) 


für gerades h, + ha + hz, | 
(15) 


für ungerades h, + h, + hg. | 


Schließlich kann es auch vorkommen, wie es bei den Tmomsoxnschen 
Versuchen der Fall ist, daß bei einem kubischen Gitter auf jeder der 
Oberflächen eines Elementarwürfels noch ein Gitterpunkt liegt. Man 
spricht dann von einem flächenzentrierten kubischen Gitter. In diesem 
Falle ist die allgemeinste zulässige Translation 


M+a+ m +24 (m +) 


Ny Na Ng sind wieder ganze Zahlen, und von den e, sind entweder alle Null 
oder zwei gleich 1 und das dritte Null. Der Abstand eines Gitterpunktes 
B von einer Ebene P (h, hah) durch den Punkt A ist: 


(n, +5) h + (m + p) ha + (m +) h 
d Yht h3+hg É = 


Sind Ž; haha sämtlich gerade oder sämtlich ungerade, so ist 


a 
d = e 17 
Pa ato = TREER M (17) 
sind sie teils gerade, teils ungerade, so ist 
1 a 
dh, hah, = i ; (18) 


2 Yn+n2+n3 Vh) + h) +2 h) 
de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik. 6 
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Man kann sagen, daß Formel (17) auch für diesen letzten Fall gilt, 
wenn man die Verabredung trifft, daß dann die Indizes zu verdoppeln sind. 


$ 4. Experimente von 6. P. Tuomsox. Wir kommen nun zu den 
Versuchen von G. P. Tuomson zurück. Angenommen, ein Bündel von 
homogenen Kathodenstrahlen trifft beim Durchlaufen einer dünnen 
Metallfolie in einem der Mikrokristalle, aus denen die Folie besteht, eine 
Ebene mit den Indizes h4, h,, ha unter dem Glanzwinkel ©. Der Glanzwinkel 
ist das Komplement zum Einfallswinkel, den man gewöhnlich in der 
Optik benützt. Die Welle, die zu den einfallenden Elektronen gehört, wird 
in der Richtung der regulären Reflexion stark gestreut werden, falls 
Phasengleichheit zwischen den Elementarwellen besteht, die von den 
Gitterpunkten der verschie- 
denen Ebenen mit den Indizes 
hi, hg, hg ausgehen. 

Zunächst sind die Wellen, 
die an zwei Punkten A und B 
derselben Netzebene gestreut 
werden, in Richtung der re- 
gulären Reflexion immer in 
Phase; das folgt daraus, daß die optischen Wege A’B und AB’ gleich 
sind,-denn sie haben beide den Wert AB cos O (Fig. 3). 

Wenn aber außerdem die Wellen, die von zwei Zentren A und C aus- 
gehen, die so liegen wie in der Figur, auch in Phase sind, so werden die 
Wellen, die an allen Gitterpunkten des Kristalls gestreut werden, in Phase 
sein, und in der Richtung der regulären Reflexion erhalten wir ein starkes 
Intensitätsmaximum. Die Bedingung dafür ist, daß sich die Lichtwege 
für die an A und an C gestreuten Strahlen um ein ganzes Vielfache der 
Wellenlänge unterscheiden; das bedeutet: 


DC+0D=nA, n ganz 
d.h. 


2 dur, MO S= nA. (19) 


Das ist die wohlbekannte Bracesche Relation für Röntgenstrahlen. 
Beim Beweis hat man vorausgesetzt, daß man die Differenz der Brechungs- 
indizes im Kristall und im Vakuum vernachlässigen darf. Wir hatten 
uns überlegt, daß das für die Tmomsonschen Versuche gerechtfertigt war. 

L sei der Abstand der Folie von der photographischen Platte, auf der 
man die Elektronen nachweist: man würde erwarten, für die Reflexion 
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an jedem Mikrokristall einen Fleck zu bekommen, der von der Spur des 
einfallenden Strahls um - entfernt ist, mit 2 = Ltg2 0. Vorausgesetzt 
ist dabei nur, daß das Interferenz- OA=L 


prinzip für die Elektronen gilt, d. h. Are 


daß das Quadrat der Amplitude der 


Welle wirklich die Wahrscheinlich- 
Fig. 4. 


keitsverteilung für die Lage der 
Elektronen angibt. 

Die Größe, auf die es bei der 
Erscheinung wesentlich ankommt, ist die Wellenlänge 4 der Welle, die 
zu den einfallenden Elektronen gehört. Nach unseren allgemeinen For- 


meln muß sein: i 
l=} PRANE (20) 


Die Geschwindigkeit der Elektronen wird im allgemeinen durch die 
Potentialdifferenz P bestimmt, mit der sie beschleunigt worden sind. 
Man hat: 


a e eP, (21) 
DIR: 
daraus : r a = 
e e? 2 
o ee m? ct? (22) 
und 
nn IE 23 
ße nn ep?’ ( ) 
m p me? 
schließlich 
= e. (24) 
e 
J2 mer(1 45E) 
Da das Glied immer klein ist, genügt es, 
h PSOR. 
nel Aue) (25) 


zu schreiben. 
In diese Formel muß e mit seinem Vorzeichen eingesetzt werden 


(e = — 4,77- 1010 el.st. E.). Mißt man P in Volt, so muß man statt (25) 
150 eP 
Ze men) (26) 
setzen. 


6* 


84 VII. Interferenzprinzip und Elektronenbeugung an Kristallen. 


In Tuomsons Versuchen war das Zusatzglied nie größer als 3%. Mit 
hinreichender Näherung kann man also immer setzen: 


i 150 
TER aP. (27) 


was man auch direkt aus den unrelativistischen Formeln 


1 2 
Bar und mv? =eP 
MV 2 


= 

hätte ableiten können. 
Wenden wir diese Beziehungen an, so findet man für die Wellenlänge 
der 25000-Volt-Elektronen den Wert 0,75-10°°® cm, der sehr harten 
Röntgenstrahlen entsprechen würde. Die üblichen Abstände in Kristall- 
gittern sind von der Ordnung 1078 cm, und die Winkel © werden demnach 
sehr klein, so daß man in den Formeln sin © durch © und tang 2 O durch 


20 ersetzen kann. Sehr genähert ist also 


24,0 =n} und 3D-L:29, 


daraus folgt 
__2niL 


An 


(28) 


Sind die Mikrokristalle vollständig nach Zufallsgesetzen orientiert, so 
erhält man auf der photographischen Platte nicht einen Punkt, sondern 
unendlich viele, die einen Ring um das Bild des einfallenden Strahls bilden. 
Der Durchmesser dieses Rings wird D sein. Haben die Kristalle in der 
Folie gewisse bevorzugte Orientierungen, so wird man verwickeltere Er- 
scheinungen bekommen: einige Kreise fehlen, und andere sind unter- 
brochen. All das ist in der Tat beobachtet worden. Man beachte, daß 
die Folien sehr dünn sein müssen, damit der Elektronenstrahl nicht zu 
stark absorbiert wird und nicht mehrfache Beugungen erleidet. 

Die ersten wirklich beweiskräftigen Versuche hat G. P. Tuomson an 
Aluminium und Gold angestellt. Als erstes hat man nachzuweisen, daß 
für einen gegebenen Ring, d. h. für einen Ring, der durch eine ge- 


gebene Schar von Gitterebenen erzeugt wird, das Verhältnis 2 konstant 


ist. Mit andern Worten: wenn man schrittweise die Spannung P erhöht, 
so zieht sich das Ringsystem zusammen, und dabei muß die Beziehung 


D 
Te const 


oder 


$ 4. Experimente von G. P. THOMSON. 


DyYP( 


LER 
1 -+ Too a) = const 


gewahrt bleiben. Die Tabellen von G. P. Tuomsox sind: 


P (Volt) 


64000 
87600 
45000 
34500 


58000 
55000 
44000 
33700 


45000 
40000 
34500 
25500 


34500 
27500 
26200 
21800 


29000 
24000 


LER 
D (cm = ee 
“> er 
Aluminium 
1,47 384 
1,62 398 
1,78 388 
2,00 378 
Gold 
1,50 371 
1,58 381 
1,75 376 
2,00 374 
Platin 
1,85 402 
1,96 400 
2,28 421 
2,46 398 
Aluminium (bei geändertem L) 
1,64 310 
1,84 310 
1,86 $ 305 
2,09 312 
Platin (bei geändertem L) 
1,84 319 
1,94 311 


) 
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(29) 


Die Abhängigkeit der Wellenlänge von dem Potential P und damit 
von der Elektronengeschwindigkeit wird also gut bestätigt. 
Bei gegebenem Potential stehen D und D’, die zu den Reflexionen an 
verschiedenen Gitterebenen (hı h,h,) und (h; ha h3) gehören, im Verhältnis 


D' _ dnkh 
D dh’ T hs = 


(30) 


Die verwendeten Metalle sind alle kubisch flächenzentriert, daher ist 


dh, Ras E 


HO 
+ 
dD 
[7% 
+ 
o 
sw 


IL 


(31) 
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a ist die Kantenlänge des Würfels, und die Indizes müssen verdoppelt 
werden, wenn sie alle drei gerade oder ungerade sind. Mit dieser Bezeichnung 
ergibt sich (30) zu 

Di Yh +h +h , D? h +h +h (82) 


D MPA ME NE oD E e AA 


In verschiedenen Meßreihen an Aluminium erhielt Tmomson folgende 
Verhältnisse für die Quadrate der Ringdurchmesser: 


soo sie 7 
7,65. -10,6 14,8 

8,05 1105 BE > 
798, N As 

7,93.1 ..108 380002088 
800 TTO ee ot 


En ES Sa 


Die Reihen ähneln also sehr der Reihe 
4 8 11 16 27 
für die Netzebenen 
(200) (220) (11) (400) 611). 


In gleicher Weise fand er für Platin die Reihen 


3.".,24,00: 7,95. ALLE a2. Teen 90er 
s 405 805 STB na a ao 
88 7951 108 2 183 Bao 


entsprechend der Reihe 
3 4 8 all 16 19 24 27 
zu den Indizes 
(111) (200) (220) (811) (400) (831) (422) (833). 
Ebenso für Gold die beiden Reihen: 


3.0 79 115 199 
Ara 18 111: 199 


entsprechend der Reihe 
3 4 8 ‚hl 20 


für die Indizes 
(111) (200) (220) (811) (420). 


$ 1. Streuung geladener Teilchen, klassisch behandelt. 87 


Hat man so die Indizes der reflektierenden Ebenen bestimmt, so kann 
man die Würfelkante berechnen und mit den Werten vergleichen, die mit 
Röntgenstrahlen gemessen wurden. Tuomson fand 


Al | Au Pt 
Mit Kathodenstrahlen . . a = 4,035 Ä a = 4,20 Å a = 3,89 Å 
Mit Röntgenstrahlen . . ... a = 4,063 Å a= 4,06 Å a= 3,91 Å 


Tmomson bewies auch in interessanter Weise, daß die Wirkung 
auf die photographische Platte sicher von gestreuten Elektronen und nicht 
von sekundären Röntgenstrahlen herrührte. Zu diesem Zwecke brachte 
er zwischen Folie und Platte ein Magnetfeld an und stellte fest, daß das 
ganze Bild der Ringe durch das Magnetfeld verschoben wurde. Er konnte 
sogar auf diese Weise nachprüfen, daß die Geschwindigkeit der gestreuten 
Elektronen gleich der der einfallenden war. 

Zu den ersten Versuchen benutzte Tmomson Zelluloid und erhielt 
klare, aber nur qualitative Resultate. Sein Schüler Reın hat sie inzwischen 
wieder aufgenommen und gute Übereinstimmung mit der Theorie ge- 
funden unter der Annahme, daß es im Zelluloid zwei Gitterabstände von 
der Größe 3,67 Ä und 4,35 Ä gibt. Die Abstände, die MÜLLER für Fettsäuren 
gemessen hat, sind aber 3,67 und 4,08Ä. Schließlich hat Ironsıpe, ein 
anderer Mitarbeiter von Prof. Tuomson, noch Bestätigungen der Theorie 
für Kupfer-, Silber- und Zinnfolien gefunden. Das sind alles gleichfalls 
kubisch flächenzentrierte Kristalle. Als Beispiel wollen wir noch die Werte 
der Würfelkanten angeben, die er für die drei Metalle bekommen hat, 
und sie mit den Werten aus Röntgenstrahlenmessungen vergleichen: 


Mit Kathodenstrahlen . . 
Mit Röntgenstrahlen. ... . 


ACHTES KAPITEL. 


Interferenzprinzip und Streuung geladener Teilchen 
durch ein festes Zentrum. 


$ 1. Streuung geladener Teilchen, klassisch behandelt. Wir wollen den 
Wert des Interferenzprinzips für materielle Teilchen an einem anderen 
Beispiel zeigen. Wir werden nämlich zeigen, daß man mit Hilfe der An- 
wendung des Interferenzprinzips auf geladene Teilchen (Elektronen und 
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Röntgenstrahlen). das RUTHERFORDsche Gesetz für die Strahlung von 
Teilchen beim Durchgang durch Materie ableiten kann, das experimentell 
gut bestätigt worden ist (RUTHERFORD, CHADWICK). 

Zuerst beschreiben wir die klassische Methode, mit der RUTHERFORD 
sein Gesetz aufgestellt hat, und zeigen dann nach einer Rechnung von 
WENTZEL, daß man mit Hilfe der Wellenmechanik und des Interferenz- 
prinzips zum selben Resultat kommt. Zunächst die klassische Behandlung: 
e und m seien Ladung und Masse der Teilchen, e, die Ladung des streuenden 
Zentrums, das wir als fest betrachten wollen, und in dessen Nähe die 
Teilchen beim Durchgang durch die Materie vorbeikommen. Entsprechend 
den experimentellen Bedingungen nehmen wir an, daß beim Einfall alle 
Teilchen die gleiche Geschwindigkeit v in derselben Richtung haben. 
Wir legen durch das feste Zentrum eine Achse OX parallel zur Richtung 
der anfänglichen Bewegung (Fig. 5). 


Wenn das Teilchen einmal aus dem Gebiet herausgekommen ist, in 
dem die Wirkung des Zentrums merklich ist, so wird es wieder eine gerad- 
linige gleichförmige Bewegung mit der Geschwindigkeit v ausführen, 
aber in einer Richtung, die einen gewissen Winkel « mit der ursprüng- 
lichen Bewegungsrichtung bildet. Der Flächensatz für die Bewegung um 
den Punkt O gibt hier: 


mvb = — mr —. (1) 


r und © sind die Polarkoordinaten des Teilchens zur Zeit t, b sein ur- 
sprünglicher Abstand von der Polarachse. 

Berücksichtigen wir andererseits das Couromssche Gesetz, so wird die 
Bewegungsgleichung längs der Achse Oy, die auf der Polarachse in O 
senkrecht steht: 


REN ES Oh Je do 
vermuten un: (2) 
Durch Integration 
WER 
m vsin « = zz (l + cosa), (3) 
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denn während des Prozesses ändert sich © von m bis « und v, von 0 bis 
v sing., Aus (3) findet man: 


b= — > (1 + cosg) = 


m v2 sina 


(4) 


denn 


1 + cos« = 2 cos? S und sing =2 sin ș cos 5- 
Nun ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Anfangsbahn zwischen 
b und b + db liegt, offenbar 27b db; sie ist aber gleich der Wahrscheinlich- 
keit P(a)d« dafür, daß der Winkel der Endgeschwindigkeit mit der 
Achse OX im Intervall «,& + d« liegt, das nach Formel (4) dem Intervall 
b,b + db entspricht. Berücksichtigen wir, daß sich œ und b im ent- 
gegengesetzten Sinne ändern, so bekommen wir: 


P(e) dæ = — const 2 zb db = — const da 


—= const == ae (otg? z) da. (5) 


Die Zahl der sen a Er zwischen œ und «s liegt, ist 
proportional zu ctg? -= — eig? F . Das ist das RUTHERFORDSsche Gesetz, 


das mit den A en Es besteht allerdings noch eine 
Schwierigkeit: Integriert man den Ausdruck (5) für P(«)d« von 0 bis a), 
so sieht man, daß die Zahl der Teilchen, die um weniger als «, abgelenkt 
werden, unendlich wird. Das könnte wie ein Einwand gegen das Er- 
gebnis der Rechnung aussehen, es ist aber keiner: wir haben ja den ein- 
fallenden Strahl als seitlich unbegrenzt angenommen, und in diesem Fall 
würde es wirklich unendlich viele Teilchen geben, die so weit vom Zentrum 
entfernt vorbeifliegen, daß sie nicht merklich abgelenkt würden. In 
Wirklichkeit ist der verwendete Strahl immer seitlich begrenzt, so daß 
die Rechnung für große Werte von b, d.h. für kleine Werte von « nicht 
mehr anwendbar ist; das Integral fi P(«) d« divergiert aber gerade für 
kleine Werte von «. 


$2. Wellenmechanische Reehnung. Wir wollen nun die Erscheinung 
vom Standpunkt der neuen Mechanik aus betrachten. Zu den einfallenden 
Partikeln gehört eine Welle 


ee MV“) 


Der) = ae : (6) 
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a ist eine Konstante, und W hat den Wert: 
W=m°+3m =m? +E. (7) 


Das zweite Glied kann im allgemeinen als klein gegenüber dem ersten 
betrachtet werden, wenn wir uns wie vorher mit der Newroxschen 
Näherung begnügen. 
Die Wellenlänge ist h 
; A=—. (8) 


MV 


Sie ist unter den gewöhnlichen Versuchsbedingungen stets klein gegen- 
über Röntgenwellenlängen. In der Nähe des streuenden Zentrums O gibt 
es ein Kraftfeld und eine Potentialfunktion F(r). Die Wellengleichung 
ist also: 


Ay + Er (B- Fjy =0. (9) 


Dringt eine y-Welle in dieses Gebiet ein, so geschieht das Gleiche, wie wenn 
eine Lichtwelle in ein inhomogenes brechendes Medium eindringt. Der 
einfallenden Welle überlagert sich eine Streuwelle. Wir nehmen an, daß 
die Streuung die einfallende Welle nicht merklich schwächt. Man hat dann 


Y=Yyo FY Yı<yo- (10) 
Da aber y, die Gleichung 


8 n?m 


Ayo t a Ey—0 (11) 


befriedigt, so genügt die Streuwelle y, näherungsweise der Gleichung: 


Sam g 8 m? m 


Ay, + Ev = a Fu: (12) 
wie man aus (9) und (10) sieht. Die Frequenz = ist aber dieselbe für ein- 
fallende und Streuwelle und näherungsweise gleich = und folglich 


Pyp | Antmlcy,. Sam 2 2y 


01? h? ? m Yı mei di 


(13) 


Setzt man (13) in (12) ein: 


2E & n° 
Ay, — MER. (14) 


mct ĝt h? 
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Wegen 2 E = mv? hat man 


1 8 a? 
Ay — pare =H Fo (15) 
wenn wieder 
2 
’‚-- (16) 


gesetzt wird. yo (x,t) und F (r) sind vorgegeben, Gleichung (15) hat also ` 
die Form: 
OROA 
A oe Y, Z, t) (17) 
mit 
8 $ 
o(æ, y, z i) = EF. Pi) y (E, t). (18) 


Man bekommt die Lösung von (17) durch die bekannte KırcHHorrsche 
Formel (Methode der retardierten Potentiale): 


a re (19) 


in der dr ein Volumenelement um den Aufpunkt M bezeichnet und o 
gleich dem Abstand PM ist. Der Index iy soll andeuten, daß man 


den Wert von © nicht zur Zeit t, sondern zur Zeit I 7 zu nehmen hat. 


In unserem Fall müssen wir ansetzen: 


rt 
[F wo] =n (r) ae , (20) 
Er 


also wegen (18) und (19) 


Ari 2rni 
9 —— Wt F == (2 +o) 
ee. ta (21) 


Wir stoßen hier auf eine Schwierigkeit. Der nächstliegende Ansatz wäre 


Fr)=-°t, (22) 


da die Wirkung des streuenden Zentrums auf die einfallenden Teilchen 
nach dem CovLomsschen Gesetz vor sich geht. Aber mit dem Ausdruck (22) 
divergiert das Raumintegral, wie wir aus der folgenden Rechnung ent- 
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nehmen können. Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, setzt WENTZEL: 
ne 

En, 0 (23) 
k wird so gewählt, daß kA< 1. In einem Gebiet, das das Zentrum O um- 
gibt und groß im Verhältnis zur Wellenlänge ist, deckt sich der Ausdruck (23) 
merklich mit dem CovLomgschen Gesetz. Aber an Stellen, die weit von O 
entfernt sind, spielt der Exponentialfaktor eine Rolle, und der schnelle 
Abfall von F(r) verhindert, daß die Streuung unendlich wird Nach unserer 
Meinung kann man den Wentzerschen Kunstgriff in folgender Form 
deuten. Ersetzt man die einfallende Welle durch eine ebene monochro- 
matische Welle, so nimmt man damit an, daß der einfallende Strahl seit- 
lich unbegrenzt ist, und das kann 
keine reelle Bedeutung haben; der ein- 
fallende Strahl ist notwendig seitlich 
begrenzt, und man müßte ihn durch 
einen Wellenzug mit endlicher Aus- 
dehnung ersetzen. Will man zur Ver- 
einfachung der Rechnung die ebene 
Welle beibehalten, so muß man den 
Fehler, den man oben gemacht hat, 
durch die Einführung des WENTZEL- 
schen Exponentialfaktors kompen- 
sieren, um den Einfluß der entfernteren Teile der Welle zu vermeiden, die 
ja in Wirklichkeit gar nicht existieren. 

Wir wollen den Wentzeischen Ansatz übernehmen und die ge- 
streute Welle an einem von O weit entfernten Punkt P berechnen (Fig. 6). 
Wegen des Faktors e”*” spielt das Raumintegral in (21) nur in unmittel- 
barer Nähe von O eine Rolle. Man kann also o in dem langsam veränder- 


Fig. 6. 


lichen Faktor 5 durch OP = o ersetzen und in dem Exponentialfaktor 


schreiben 


e=0,—r:cosMOP. (24) 


Formel (21) bekommt dann die Gestalt: 


. wW Qo 2ri 
Iam 2r i|-—t—= -kr+7— (reosMOP-2) | 
on OR A= ja Ee 2 e g IT. : =. (25) 


Wir führen folgendes kartesische Koordinatensystem ein: Die Ebene 
XOZ deckt sich mit x O P, die Achse OX ist die innere Winkelhalbierende 
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des Winkels z O P= « und die Achse OZ die äußere Halbierende. Die 
Achse OY schließlich steht senkrecht auf vO P. Um die Lage des Inte- 
grationspunkts M anzugeben, verwenden wir Polarkoordinaten r, ©, p um 
die Achse OZ. Im System OXYZ ist die Tabelle für die Richtungskosinus 
der Geraden OX,OM,OP: 


O X OY 0Z 


Ox cos Ž o sin 
2 2 


OM | sn®coso | sin Osin g cos © 


OP cos 5 o + sin 5 


Daraus findet man: 


cos MO P = sin © cos p cosZ + cos O sin < | 
| x = r cos MO«—r(sin@cospcosz — cosOsinz) (26) 
r cos M O P — x = 2 r cos 9sinz 


Das Raumintegral in (25) wird dann 


27 m œ 
: kr +27 cos osin = 
dp) sinOd®) e rdr. (27) 
0 0 0 


Die Integration nach @ gibt 2x. Eine partielle Integration, bei der 
. man beachtet, daß der Realteil im Exponenten der Exponentialfunktion 
negativ ist, gibt für das Integral nach r 


1 


i 28) 
4ni . « = ( 
( k+ 7 sin = cos @) 
Wegen der Größenordnung von k wird das annähernd 
1 
Ibr? . ee 8: (29) 
— a Sin? > cos? O 


Nun ist aber 


m 


sin O0 dO 1 2 
ls cos? O =|— cos a =2. (30) 
0 
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Daraus bekommt man schließlich den Wert des Integrals (27): 


Dee). 


ee (31) 
sın 3 
Wir setzen diesen Wert in (25) ein und finden 
[W Qo 
A2m-ee, a 1 oai Zi- e] 
Wi (E t) == Ih E = = e . (32) 
° sin? — 
2 
Da noch u = AE war, so wird der Wert für die Intensität der Streu- 


welle am Punkte P: 


2 92 2 
ae 
sine & & 


(83) 


Wir betrachten die Kugel vom Radius ọọ um 0. Die Zahl der gestreuten 
Teilchen, die in der Zeiteinheit die Kugelzone in dem Winkelbereich 
«x; x + da passieren, ist, da a? die Dichte der gestreuten Teilchen angibt: 


lieg 1% Au ne?e? 


| vaèsinada. (34) 


Andererseits ist die Zahl der Teilchen, die in der Zeiteinheit eine Ebene 
z = const sehr weit links von O passieren, offenbar proportional vaz. Die 
Wahrscheinlichkeit für einen Ablenkungswinkel zwischen « und « + dg 
ist also 
P («) da = const CE -l 95in Feos da 
m PERL; 2 2 
2 
222 
= const R (ctg? 5) de. (35) 
Damit sind wir wieder auf die RUTHERFORDsche Formel (5) gekommen. 
Da sie experimentell bestätigt ist, so sehen wir noch einmal, daß die An- 
wendung des Interferenzprinzips auf materielle Teilchen mit den Tat- 
sachen im Einklang ist. 
Unsere Rechnung verwendet Approximationen, aber Gorpon hat be- 
wiesen, daß man die RuTHERFORDsche Formel ohne Störungsrechnung 
streng aus der Streuwelle ableiten kann. 
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NEUNTES KAPITEL. 


Die Bewegung der Wahrscheinlichkeitsverteilung in der 
neuen Mechanik. 


$1. Wahrscheinlichkeitswolke. Im Kapitel 6 haben wir gesehen, daß 
wir uns für den Grenzfall, in dem die geometrische Optik für die Aus- 
breitung der Materiewelle gültig ist, d.h. für den Grenzfall der alten 
Mechanik, ein Wahrscheinlichkeitsflurdum vorstellen konnten, das sich 
im Raum in der Weise bewegt, daß seine Dichte an jedem Punkt und zu 
jeder Zeit die Anwesenheitswahrscheinlichkeit des Teilchens gibt. 

Wie wir sehen werden, gilt dieses Resultat noch in voller Allgemein- 
heit in der neuen Mechanik, wenn wir das Interferenzprinzip annehmen, 
das durch die Versuche über Elektronenbeugung an Kristallen bestätigt 
worden ist. 

Zum Beweis werden wir die unrelativistischenGleichungen heranziehen. 

Wir gehen also von der Wellengleichung 


Au So as (1) 


aus und setzen darin: 
zzi p(z, Y,2,t) 
ED o A E AE ANE 


(2) 
mit reellen Funktionen a und g. 


Wir haben schon gesehen, daß man dathn zwei Gleichungen bekommt, 
die sich schreiben lassen: 


SEEE] renei- 0 


3y Bam a 
ða 3y ða ôy ða ôy da 
ey dz F +zadp=m,, i (4) 


Im Gegensatz zu den Verhältnissen in der geometrischen Optik ist 
hier die Bestimmung der Funktionen a und nur gleichzeitig möglich. 
Weil hier alle Gleichungen in der Zeit von erster Ordnung sind, ist die 
Funktion y(z,y,2,t) festgelegt, wenn man sie zu einer Zeit kennt. An- 
genommen, wir hätten auf diese Weise die Funktion y(x, y, z, t) und 
folglich auch a und g bestimmt. Dann können wir uns ein „Wahrschein- 
lichkeitsfluidum‘ vorstellen, dessen Moleküle oder, wenn man will, „‚Ele- 
mente“ die Masse m des betrachteten Teilchens haben. Schreiben wir den 
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Wahrscheinlichkeitselementen an jedem Punkt und zu jeder Zeit die Ge- 
schwindigkeit 


1 
Ze grad y (5) 


zu, so zeigt Gleichung (4), daß die Dichte der Wahrscheinlichkeitswolke 
wie im Kapitel 6 immer proportional zu a?(z, y,2,t) bleibt, wenn sie 
im ersten Augenblick dazu proportional war. Man kann nämlich Glei- 
chung (4) mit Benutzung von (5) schreiben: 


(a?) , 1: E 
a (6) 


Das ist die hydrodynamische Kontinuitätsgleichung, wenn man ọ = Ka? 
setzt. DieKonstante K wird durch die Bedingung festgelegt, daß T J f Ka’dv 
über die ganze Wolke gleich 1 sein muß. Da a nur bis auf einen konstanten 
Faktor definiert ist, so kann man die Konstante JK in a mit hineinnehmen 
und sagen, daß die Dichte der Wahrscheinlichkeitswolke gleich dem 
Amplitudenquadrat der y-Welle ist. 

Gehen wir wieder zur Gleichung (3) zurück, die wir als die HAMILTON- 
JacoBI-Gleichung für die Bewegung der Wahrscheinlichkeitselemente unter 
dem Einfluß der potentiellen Energie F(x,y,2,t) + F,(x2,y,z,t) auf- 
fassen können, wenn wir 


Be (7) 


setzen. 

Man sieht, daß dieses Potential von der Dichte der Wolke abhängt, 
denn es enthält a. Man kann auch sagen: Um die Bewegung der Wahr- 
scheinlichkeitselemente zu bekommen, muß man zu dem gewöhnlichen 
Potential F (x, y,z,t) ein Zusatzpotential entsprechend (7) addieren, das 
man ‚„Quantenpotential“ nennen kann, um zum Ausdruck zu bringen, 
daß es von h abhängt und zu vernachlässigen ist, wenn man A als un- 
endlich klein betrachtet. 

§ 2. Bewegungsgleichung der Wahrscheinlichkeitselemente. Fassen wir 
(3) als Hamıtron-JacogI-Gleichung der Wahrscheinlichkeitselemente auf, 
so werden wir ganz natürlich dazu geführt, zur Betrachtung ihrer Be- 
wegung eine LAGrAnGE-Funktion einzuführen, die von ihren Koordinaten, 
ihrer Geschwindigkeit und der Zeit abhängt: 


1 2 2 s 
L(x, Y,2,t, V, V 0) =z m (u tvy +v) —F(z,y,z,t)—F, (2,9,2,1). (8) 
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Die Größen 


L 
TU m mn, (9) 


könnte man die „Momente“ oder ‚„Impulskomponenten‘ der Wahrschein- 
lichkeitselemente nennen. Die Größe: 


3 


W-2 g- L=zm+ FF, (10) 
entspricht ihrer Energie. Nach (5) hat man 
Bm, mu. (11) 

Die Wahrscheinlichkeitselemente beschreiben im Raum gewisse Bahnen, 


ihre Bewegung genügt Gleichungen vom Lacrangzschen Typ. Wir haben 
nämlich: 


dp: ER 0 Pa ô Pr Ô Pa î Pr 
FT a og V e a ar 
=a tyto, en (12) 


oder auf Grund von (11) 


dp _ [Op p | dp Hp , ĉp dp 0 Pr 
dt  m|ôðx da? Fay aeey 02 | 5 ôt 


tete 


Da 9 eine Lösung von (3) ist, so bleibt 


dp. aF oR_oL 
ae N 5 -az dx (14) 
und ebenso 
dp, əP aF, ðL 
o Eo o -0y: (15) 
dp, _ oF aF; oL ; 
di ðôz  ðz Ji (16) 


Die ersten Glieder auf der rechten Seite sind Kraftkomponenten im 
klassischen Sinn; die zweiten Glieder sind die Ableitungen des Quanten- 
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potentials F}, ebenso wie die klassische Kraft der Gradient des Potentials 
F ist, und können als die Komponenten der Quantenkraft bezeichnet 
werden. Diese Kraft hängt von der Dichte des Wahrscheinlichkeitsfluidums 
ab und ist charakteristisch für die neue Mechanik; darf man die Quanten- 
kraft vernachlässigen, so kommt man wieder auf die alte Mechanik, und 
die Bewegungen der Wahrscheinlichkeitselemente sind die verschiedenen 
Teilchenbewegungen, die nach der klassischen Theorie möglich sind. 

Wenn es nicht mehr gestattet ist, die Quantenkraft zu vernachlässigen, 
so ist die Bewegung der Wahrscheinlichkeitselemente sehr verschieden 
von der der Teilchen in der alten Mechanik. Insbesondere gelten im all- 
gemeinen Energie- und Impulssatz für diese Bewegungen nicht. 

Wir nehmen z. B. das Feld Null (F = 0); es folgt dann hier nicht mehr, 
daß Pz, p, und p, konstant sind, da in die Gleichungen (14) bis (16) noch 
die Quantenkraft eingeht. 

Immer dann, wenn y keine ebene monochromatische Welle mehr ist, 
z. B. wenn mehrere ebene Wellen superponiert sind und interferieren, so 
ist die Amplitude nicht mehr konstant, und obwohl im alten Sinn des 
Wortes kein Feld da ist, ändern sich doch die Impulskomponenten nach (11). 
Der Impulssatz gilt also hier nicht. 

Ebenso gibt es hier keinen Erhaltungssatz für die Energie mehr, denn 
man hat wegen (10), (9) und (14) bis (16): 


aW dp, dx ƏL dx öLdv, 2E 
a eea Po gE a dt a 0% dt dv, dt ôt 
syz 


TOL _ dE ôF, 
Po DEE BE 


(17) 


Damit die Energie konstant bleibt, genügt es nicht mehr, daß das 
Feld konstant ist (& = | es muß außerdem die Amplitude a der y-Welle 


von der Zeit unabhängig sein, und das ist nicht der Fall, wenn y eine 
Superposition irgendwelcher ebenen Wellen ist. Im allgemeinen Fall, selbst. 
bei Abwesenheit eines äußeren Feldes, vollzieht sich also die Bewegung 
der Wahrscheinlichkeit ohne Energiesatz und ohne Impulssatz, und dafür 
ist die Quantenkraft verantwortlich. 

§ 3. Eurenrestsches Theorem. Man kann die Quantenkraft durch eine 
‘Integration über sämtliche Wahrscheinlichkeitselemente eliminieren und 
gelangt so zu dem wichtigen Satz von EHRENFEsT. Wir multiplizieren 
die Gleichungen (14) bis (16) mit ax, y, z) dx dy dz und integrieren über 
den ganzen Raum unter der Annahme, daß wir einen begrenzten Wellen- 
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zug haben, dessen Amplitude also im Unendlichen verschwindet. Es kommt 


je IP x dy dz = -Jffez IE dydz er OH gr dydz 
-ffe a dy dz E (Zde dydz — (18) 


und zwei entsprechende Gleichungen. 


Wir wollen zeigen, daß das Integral MEE Tyde dy dz und die beiden 


entsprechenden verschwinden. Zum ER benutzen wir eine Form des 
GreeEnschen Satzes: Sind U und V zwei stetige eindeutige Funktionen von 
%,y,2 im Innern eines Gebiets D, das durch die geschlossene Fläche S 
begrenzt wird, so ist: 


H (UAV — V40) a=] Ia Nag. (19) 


= bezeichnet die Differentiation nach der äußeren Normalen von S. Wir 


setzen hier 


oa: ya 


=. (20) 


Diese beiden Funktionen verschwinden nach Voraussetzung im Un- 
endlichen, und wenn wir für den Bereich B das Innere einer Kugel wählen, 
so wird die rechte Seite in der Grenze yerschwinden, wenn der Radius 
beliebig groß wird, mithin bleibt: 


Is e Kae Aadv. (21) 


Für das ie Je, — )av kann man auch schreiben 


festen — Aa] dv 


es ist also Null, wie wir behauptet haben; Gleichung (14) führt dem- 
nach auf: 


[Metro nffeste--Mfete-[Jens. e 


7*+ 
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Wir können noch die willkürliche Konstante in a so normieren, daß 


Í [a®dv—1, und dadurch die Dichte der Wolke gleich a? machen. 


dps Ex oF 
Die Integrale in (22) sind dann die Mittelwerte der Größen — 1, > ze ee 
und f, in der Wolke. 

Bezeichnet man Mittelwerte durch Überstreichen, so bekommt man 
aus (22) und den beiden entsprechenden Gleichungen, die man aus (15) 
und (16) ableitet, die Relationen 


a 
Qu 


7. dp, A, Ver FE RN 
g? d RI y’ t =my,=/.- (23) 


de Man 


Das ist das EHREnFEstsche Theorem, von dem wir später eine inter- 


essante Anwendung kennen lernen werden!). 
Ist die klassische Kraft Null (F = 0, f = 0), so ist: 


dp dp, dp. 


dt = a dt 


=0. (24) 


Für die ganze Wolke finden wir also einen Satz analog zum Impuls- 
satz der klassischen Theorie. Das liegt daran, daß wir die Quantenkraft 
durch eine Integration über die ganze Wolke eliminiert haben. 

Ebenso können wir ein Analogon zum Energiesatz ableiten. Wir hatten 
ja gefunden (Gleichung (17)): 

dW or, añ 
Were A 

Wir multiplizieren mit a®dv und integrieren über den ganzen Raum, 

wobei wieder a im Unendlichen verschwinden soll. Wir bekommen: 


er. Waff fesa f fama e 


1) Setzt man x = fff va? dv, so beweist man leicht, daß = ist. Analoge 
Gleichungen gelten für y und z, und die Gleichungen (23) lassen sich schreiben: 
E z mZ = MEER = 
nga alon Maas Ram 


Man kann also das EHRENFESTsche Theorem so formulieren: ,Der Schwerpunkt der 
Wahrscheinlichkeitswolke bewegt sich nach der klassischen Mechanik, wenn man 
ihm die Masse m zuschreibt und auf ihn die Kraft mit den Komponenten fs, fy, fz 
ausgeübt denkt.“ 
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Man hat aber wegen (7): 


SS E E 
[ff. A, fei (2) av. (26) 


Wir behaupten, daß das Integral (26) verschwindet. Setzen wir nämlich 
in der Greenschen Formel (19): 


da 


av (27) 


so kommt 


[fes@ \o-[|fe; A adv= f] fisa. (28) 


Das Integral (26) verschwindet also wirklich, weil: 


[Seno fflio- s]a e 


Schließlich reduziert sich (25) auf 


mM ao 


Ist das Feld konstant g = J so haben wir 


(d 


N} en, (31) 


(31) bringt das Analogon zum Energiesatz zum Ausdruck. 


$ 4. Berechnung von g und a. Kennt man den Ausdruck für die Wellen- 
funktion in der Form 
2ai gp 
y=ae | (32) 
mit reellem a und ¢, so werden Bewegung und Dichte der Wahrschein- 
lichkeitswolke durch die Formeln der beiden ersten Paragraphen ge- 
geben. Aber es kommt häufig vor, daß y in der Form 


2ni 


y=Na,eh ”* (33) 
k 
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gegeben ist, die z. B.im Fall konstanter Felder die spektrale Zerlegung 
in monochromatische Wellen bedeutet. Es ist also nützlich, wenn man 
a und p aus der Form (33) für die Wellenfunktion berechnen kann. Be- 
zeichnen wir die zu y konjugiert komplexe Größe mit y*, so ist: 


Zat 2ni 


poe r ee r" (34) 


und man erhält durch Multiplikation : 


LEN PS 
< 
GP = j = 2a, ae’ 5 


= Ya; + Š apa cos 2a (p, — pı). (85) 
k 1<k 
Diese Formel bestimmt die resultierende Intensität, die nach dem Inter- 
ferenzprinzip die Wahrscheinlichkeitsverteilung liefert. 
Dividieren wir dagegen y durch y* und nehmen den Logarithmus 
des Quotienten, so bekommen wir 


ar 
h h Zamet " 
Y k 
pir an T (36) 
aE E) 
DA UIRG h 
z k 


Bezeichnet q eine der Variablen x, y,z,t, so haben wir 


oy Op* dy 3 y* 
k E ETA PEYE T OYA 
dp _ h y* ? 3q = IR Bine ôq 4 3q (37) 
3q Ani y G Ani a? 2 


Diese Formel gibt gleichzeitig die Komponenten des Vektors grad 
und die Ableitung a , die die Impulskomponenten und die Energie der 
Wahrscheinlichkeitselemente darstellen. 


$5. Theorie der Führungswelle. Wir hatten gesehen, daß im An- 
wendungsbereich der geometrischen Optik die Wahrscheinlichkeitswolke 
äquivalent war zu einem Schwarm von Teilchen, die in einem gegebenen 
Feld die Bewegungen zu einem und demselben vollständigen Integral 
der Hamıtron-Jacopgıschen Gleichung ausführen. Man kann auch ein 
einziges Teilchen ins Auge fassen und sagen, daß die Wahrscheinlichkeits- 
wolke daraus entstanden ist, daß man sich gleichzeitig alle Bewegungen 
vorstellt, die einer Form der Wirkungsfunktion entsprechen. Wenn 
wir also in diesem Falle den klassischen Begriff eines Teilchens mit wohl- 
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bestimmtem Ort im Raum beibehalten, dem wir folglich auch Geschwindig- 
keit und Bahn zuschreiben können, so können wir das Teilchen mit einem 
der Wahrscheinlichkeitselemente identifizieren ; diese Elemente beschreiben 
ja die verschiedenen möglichen Bahnen des Teilchens, und folglich muß 
das Teilchen ständig mit einem von ihnen zusammenfallen. Will man 
nun die klassische Auffassung des Teilchens im eigentlichen Gebiet der 
neuen Mechanik aufrecht erhalten, so wird man von selbst dazu geführt, 
die Identifikation des Teilchens mit einem Wahrscheinlichkeitselement 
aufrechtzuerhalten und sich den Vorgang folgendermaßen vorzustellen. 

Wir denken uns einerseits die Welle und andererseits das Teilchen 
mit eindeutig bestimmtem Ort im Raum und verbinden die Bewegung 
des Teilchens mit der Ausbreitung der Wellen durch die Beziehung 


1 
b= — z sado, (38) 


wo ọ die Phase der Welle ist, die wir durch die Gleichung (32) definieren. 
Die Geschwindigkeit des Teilchens ist also in jedem Augenblick bekannt, 
wenn man seine Anfangslage kennt, und folglich ist seine Bahn ebenfalls 
bestimmt. Ferner folgt aus den Formeln von § 1, daß die Anwesenheits- 
wahrscheinlichkeit für das Teilchen an jedem Punkt gleich der Intensität _ 
der Welle ist, sobald wir wissen, daß das zur Zeit Null der Fall war. Das 
Interferenzprinzip wird also gewahrt. Man kann diese Theorie als Theorie 
der Führungswelle bezeichnen, weil man sich vorstellt, daß die Welle 
gewissermaßen die Bewegung des Teilchens lenkt. 

Die Theorie der Führungswelle könnte auf den ersten Blick befriedigend 
erscheinen, weil sie die klassische Vorstellung von dem Teilchen ohne 
Widerspruch mit dem Interferenzprinzip aufrechtzuerhalten gestattet. Aber 
wenn man sie näher betrachtet, so sieht man, daß sie auch ernsthafte 
Einwendungen herausfordert, die wir hier kurz diskutieren werden. 

Eine fundamentale Schwierigkeit kommt daher, daß im Gebiete der 
neuen Mechanik die Bestimmung der Funktion g nicht unabhängig von 
der von a vorgenommen werden kann. Nimmt man also an, daß die Be- 
wegung der Teilchen durch die Gleichung (38) gegeben wird, so hängt 
sie nicht nur von der Anfangslage ab, sondern auch von der Wahrscheinlich- 
keit dieser Anfangslage, da sie von a(®,y,2,0) abhängt. Wir entfernen 
uns somit mehr, als man zuerst glauben sollte, von den klassischen Be- 
griffen, nach denen es uns unvorstellbar ist, daß es einen Einfluß auf 
den Verlauf der Bewegung haben soll, ob wir den Anfangszustand mehr 
oder weniger genau kennen. 
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Ferner wird es, wenn man das Interferenzprinzip in aller Allgemeinheit 
annimmt, sehr schwierig, der Welle den Charakter eines physikalischen 
Vorgangs im alten Sinn des Wortes zu wahren. Lassen wir z. B. ein Teilchen 
und die zugehörige Welle auf einen unvollständig reflektierenden Spiegel 
fallen. Ein Teil der Welle wird vom Spiegel durchgelassen, der Rest 
wird reflektiert. Wegen der Bedeutung, die wir der Intensität der Welle 
zuschreiben, muß diese Zweiteilung der Welle bedeuten, daß für das 
Teilchen eine gewisse Wahrscheinlichkeit besteht, daß es durchgelassen 
und eine gewisse Wahrscheinlichkeit, daß es zurückgeworfen wird. An- 
genommen nun, daß ein Experiment die Anwesenheit des Teilchens im 
durchgelassenen Strahl nachweist, so wird die Wahrscheinlichkeit, das 
Teilchen im reflektierenden Strahl zu finden, verschwinden, und dieser 
Strahl muß von da ab die Intensität Null haben. Das Experiment an 
dem durchgelassenen Strahl löscht also den reflektierten Strahl aus. Das 
scheint eine notwendige Folgerung des Interferenzprinzips für ein einzelnes 
Teilchen zu sein, und es ist schwer, die Folgerung zu umgehen, daß die 
Welle kein physikalischer Vorgang im alten Sinn, sondern eine Art sym- 
bolischer Darstellung einer Wahrscheinlichkeit in Raum und Zeit ist. 
Aber dann wird die Vorstellung, daß das Teilchen von der Welle gelenkt 
wird, sehr viel weniger befriedigend. Solange man die Welle als physi- 
kalischen Vorgang betrachten kann, kann man sich leicht vorstellen, daß 
dieser Vorgang das Teilchen bei der Bewegung führt. Wenn aber die 
Welle nur die symbolische Darstellung einer Wahrscheinlichkeit ist, so ist 
` die Führung des Teilchens durch die Welle sehr viel schwieriger zu begreifen 
und sehr viel weniger im Einklang mit den alten physikalischen Vor- 
stellungen. 


Wir hatten gesehen, daß im allgemeinen für die Wahrscheinlichkeits- 
elemente Energie- und Impulssatz selbst im feldfreien Fall nicht gelten. 
Das gilt also offenbar auch für das Teilchen, wenn man seine Bewegung 
mit der eines Wahrscheinlichkeitselements gleichsetzt. Dieser Umstand 
genügt schon, um der Theorie der Führungswelle einen großen Teil ihrer 
Anwendbarkeit zu rauben. Betrachten wir z. B. den Fall, wo das äußere 
Feld Null ist und die Welle aus einer Superposition von ebenen mono- 
chromatischen Wellen besteht. In der Theorie der Führungswelle würden 
wir Energie und Impuls des Teilchens am Punkt x,y,z und zur Zeit t 


bekommen, indem wir für diese Werte die Größen A und — grad ọ be- 


rechnen. Das läßt sich mit Hilfe von (37) leicht ausführen, und man findet, 
daß sich Energie und Impuls des Teilchens in komplizierter Weise mit 
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der Zeit verändern und außerdem noch von der Form des Wellenzuges 
abhängen; die Bewegung, die man so für die Teilchen bekommt, ist ziem- 
lich unwahrscheinlich. Man hat außerdem Grund, anzunehmen, daß eine 
Energiemessung an dem Teilchen einen der Werte ergeben würde, die den 
Frequenzen der monochromatischen Wellen entsprechen, aus denen der 


Wellenzug besteht, und nicht den Wert 2 . Wir werden aufdiesen wichtigen 


Punkt bei der Behandlung des Lichts im nächsten Kapitel zurückkommen 
und später sehen, daß hier einer der wichtigen Unterschiede zwischen 
der Auffassung von der Führungswelle und dem Bonur-HEisenBergschen 
Standpunkt liegt. 

Kurz, die Theorie der Führungswelle, die das Teilchen an einem Punkt 
der Welle lokalisieren und ihm in jedem Augenblick eine wohlbestimmte 
Bewegung zuschreiben will, stößt auf schwere Hindernisse. Aber es ist 
in keiner Weise unbequem (vielmehr für die anschauliche Vorstellung 
sogar vorteilhaft), das Bild einer Wahrscheinlichkeitswolke beizubehalten, 
deren Elemente eine definierte Bewegung gemäß (5) haben und deren 
Dichte, die gleich der Intensität der zugehörigen Welle ist, entsprechend 
dem Interferenzprinzip an jedem Punkt und zu jeder Zeit die Wahr- 
scheinlichkeit für die Anwesenheit des Teilchens angibt. 


ZEHNTES KAPITEL. 


Wellenmechanik der Liehtquanten. 


$1. Photonen und die zugehörigen Wellen. Wir werden in dem vor- 
liegenden Kapitel den Gedanken der Wahrscheinlichkeitswolke für Licht- 
quanten entwickeln. Aber da wir bei den Beweisen des vorhergehenden 
Kapitels die unrelativistischen Gleichungen benutzt haben, so müssen wir 
von vorn beginnen, denn ohne Zweifel kann keine Rede davon sein, etwa 
die unrelativistischen Gleichungen auf die Bewegungen der Photonen 
anzuwenden. 

Als relativistische Differentialgleichung für die Welle zu einem Teilchen 
ohne Feld hatten wir gefunden: 

10%y Amme 


u er nen. (1) 


e ote h? 


Mit der Bezeichnung: 
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kann man (1) in der Form 
4 2 p2 

Dy= Ry (3) 
schreiben. Die Lösungen dieser Gleichung sind einfache Sinuswellen, die 

geradlinigen und gleichförmigen Bewegungen entsprechen: 
ZAIE Pæt+Pyy+pz2] (4) 

y=ae : 

wobei man Energie W und Impuls p des Teilchens als Funktion seiner 
Masse m und Geschwindigkeit v durch die Eınsteinsche Formel 

mc? m y 


i-e 11-9 5 


ausgedrückt zu denken hat. 

Wir erinnern uns wieder an diese Verhältnisse und betrachten nachein- 
ander Teilchen mit immer kleinerer Ruhmasse. Es wird immer einfache sinus- 
förmige Lösungen der Form (4) zu einem gegebenen Wert W der Energie 
geben, aber in demselben Maße, wie m gegen Null geht, geht die Geschwindig- 
keit v gegen c, wenn W ungeändert bleibt. Wir gehen zur Grenze über 
und stellen uns Teilchen der Masse Null vor, deren Welle die Frequenz 


p 1 und deren Geschwindigkeit den Wert c haben wird. Man braucht 


sich nur vorzustellen, u m und ß gleichzeitig so gegen Null bzw. 1 Pe 


Teilchen mit der et Kult hat man dann: 


: hv 

W=h»; p = lim = a (6) 
Das sind die Grundgleichungen der ErysrterNschen ‚„Lichtquanten- 
theorie“, die die Erklärung für den Photoeffekt und den Comptoneffekt 
möglich gemacht haben. Wir werden so zu der Annahme geführt, daß 
das Licht aus Teilchen von der Masse Null besteht, die wir „Photonen“ 
nennen werden. Die Differentialgleichung der zugehörigen Wellen be- 
kommt man, indem man in Gleichung (3) m = 0 setzt. Das gibt die klas- 

sische Gleichung für Lichtwellen 


a BEEN (7) 


Wir ordnen also jedem Photon eine Welle zu, die Lösung von Glei- 
chung (7) ist, und bringen sie zur Übereinstimmung mit der klassischen 
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Lichtwelle. Selbstverständlich ist sie im allgemeinen keine ebene mono- 
chromatische Welle mehr, sondern irgendeine Lösung von (7). 

§ 2. Die Wahrscheinlichkeitswolke zu einem Photon. Wir setzen in 
allen Fällen das Interferenzprinzip voraus: Die Intensität der y-Welle 
gibt die Wahrscheinlichkeit für die Anwesenheit des Photons, so daß bei 
einem Vorgang, bei dem eine große Zahl von Photonen eine Rolle spielen, 
diese Intensität direkt die Energiemenge angibt, die man an diesem Punkt 
finden kann. Man ist also nicht im Widerspruch mit der Deutung, die 
die klassische Theorie für die Intensität der Lichtwelle gibt. Man wird 
natürlich wieder versuchen, sich für die Photonen genau wie für Elektronen 
und andere materielle Teilchen eine Wahrscheinlichkeitswolke vorzustellen, 
die mit der y-Welle so verbunden ist, daß das Interferenzprinzip ge- 
wahrt wird. 

Um gewisse Schwierigkeiten zu vermeiden, nehmen wir an, daß die 
Welle sehr angenähert aus superponierten monochromatischen ebenen 
Wellen der gleichen Frequenz » besteht. Bei den üblichen Interferenz- 
versuchen ist das praktisch der Fall. Man kann dann setzen 


emir(i- merke, 
v(@y,2,1) = Zae x 
2 nV anti 
RE ——- lrt- 91 (%, Y,2)] 
=a-e” =a(x,y,z)e : (8) 
Wir setzen (8) in (7) ein und trennen Real- und Imaginärteil. Es kommt: 
2 y2 2 2 am\2 2 
eye m 
gE 0% dy 02 4x? a 


09 ða 3p ða | 


ôy ða { _ hvöa 
3x ðx ` ðy ðy | 02 02 


= 2 adp =a 


(10) 


Die Relation (10) zeigt, daß das Interferenzprinzip befriedigt ist, 
wenn wir den Wahrscheinlichkeitselementen die Geschwindigkeit 


b = — grad p (11) 


zuschreiben. Dann kann man nämlich, wenn man (11) beachtet und 
a?(z,y,2) = o (x, y, z) setzt, Gleichung (10) schreiben: 


div (op) +22 = 0. (12) 


Sie bringt die hydrodynamische Kontinuität für das Wahrscheinlich- 
keitsfluurdum zum Ausdruck, wenn man o(x,y,z) als Wahrscheinlichkeits- 
dichte deutet, wie das Interferenzprinzip verlangt. 
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Gleichung (11) legt es nahe, Impuls und Energie der Wahrscheinlich- 
keitselemente .mit Hilfe der Formeln: 


p = — gradp; W=2=hr (13) 
zu definieren. Dann ist nämlich] p | = A == 2 und man stößt wieder 


auf die Beziehung der re Dynamik zwischen Energie und 

Impuls. Nimmt man die Definitionen (13) an, so erscheint (9) als die 

Hamıtton-JAcoBI-Gleichung für die Wahrscheinlichkeitselemente. 
Es ist leicht, die ee da Wahrscheinlichkeit dar- 


d Pr 
aus abzuleiten, wir berechnen z. B. TE 


dt Day nv 
O y aa dp 0° 09 8° A Co [ (ce 
st a 0x: i ôy T 02 xoz] ?2hvox 2 TE (14) 


Mit Benutzung von (9): 


d Pz — ey, ar He, 


dP h® [Aa] OF 
ee (15) 
; o he Aa 
mit der Bezeichnung F, = — 5, ` Für p, und p, findet man zwei ana- 


loge Gleichungen. Diese drei Gleichungen bestimmen die Bewegung der Wahr- 
scheinlichkeitselemente in Abhängigkeit von a und ø. Ihre rechte Seite 
kann als die Komponenten der Quantenkraft, die von dem Quanten- 
potential F} herrührt, aufgefaßt werden. Man sieht deutlich, daß im all- 
gemeinen die Größen Pe Py Pz nicht konstant sind, also kein Impulssatz 
für die Wahrscheinlichkeitselemente gilt, denn im allgemeinen ver- 
schwindet die Quantenkraft nicht. 


$ 3. Deutung der Interferenzerscheinungen. Handelt es sich um einen 
sehr langen Wellenzug, der beim Fortschreiten auf kein Hindernis stößt, 
so kann man ihn durch eine ebene monochromatische Welle angenähert 
darstellen: 


2ni re taatav4r2) 


y=ae ; (18) | 
und hat für die Phase y den Ausdruck 


p=hrt— "(an + y+ y3). (19) 
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Die Wahrscheinlichkeitselemente haben in diesem Fall alle dieselbe 
Geschwindigkeit von der Größe 


c? 
u= p gudlp— (20) 


in der Richtung «, ß,y. 

Betrachtet man eine große Zahl von Photonen, deren Wellen alle die 
Form (18) haben, so vollzieht sich, vom statistischen Standpunkt aus 
gesehen, alles so, als ob diese Photonen geradlinige Bahnen mit der Ge- 
schwindigkeit c beschreiben würden. Man kommt so wieder auf die gerad- 
linige Ausbreitung des Lichts. 

Anders liegt es, wenn die Welle bei der Fortpflanzung auf Hinder- 
nisse stößt (Spiegel, Schirme usw.). Der mathematische Ausdruck der 
Welle muß dann so abgeändert werden, daß er gewisse Grenzbedingungen 
befriedigt, und daraus entstehen die Interferenz- und Beugungserschei- 
nungen. 

Nimmt man die Hindernisse, auf die die Welle trifft, als fest an, so 
erleidet die einfallende Frequenz keine Änderung, und die Welle kann 
immer noch in der komplexen Form geschrieben werden: 


a 
Zn Ihvt-p1(2,9,2)] 


y=a(z,y,2)e (21) 


Die Phase ist eine lineare Funktion der Zeit, die Amplitude zeitlich 
konstant. Hier wird aus Gleichung (11) 


2 [4 
V= 4, grad’p, (22) 


woraus sich die Bewegung der Wahrscheinlichkeitselemente in dem Inter- 
ferenzgebiet bestimmt; die Anwesenheitswahrscheinlichkeit des Photons 
im Volumenelement dv ist: 


Pdv=a?’(z,y,2)dv, (23) 


bei geeigneter Wahl des Normierungsfaktors in a. 

Die Formel (23) gestattet, die klassische Deutung der Interferenz 
und Beugungserscheinungen des Lichts wiederzufinden. Wenn man näm- 
lich sehr viele Photonen betrachtet, die zu gleichartigen Wellen ge- 
hören, so bringt sie zum Ausdruck, daß die Zahl der Photonen, die in 
der Zeiteinheit einen Punkt des Interferenzgebiets passieren, proportional 
der Intensität an diesem Punkte ist. 
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Macht man also die y-Welle der Photonen gleich der klassischen Licht- 
welle, wie es naheliegt, so führt die neue Mechanik zu denselben dunklen 
und hellen Streifen wie die klassische Theorie. 

Um diese Interferenzstreifen z. B. photographisch nachzuweisen, muß 
man eine Aufnahme von kurzer Dauer mit sehr starker Beleuchtung 
oder eine Aufnahme mit großer Belichtungszeit und geringer Lichtstärke 
machen. Im ersten Fall bildet man ein Mittel über den Raum, im zweiten 
über die Zeit, das Resultat muß offenbar dasselbe sein. Auf diese Weise 
erklärt es sich, warum Interferenz- und Beugungsversuche unabhängig 
von der verwendeten Lichtintensität sind. 

Wir wollen uns bei diesem wichtigen Punkt einen Augenblick auf- 
halten. Nehmen wir ein Experiment, bei dem man Interferenzen mit 
sehr schwachem Licht bei sehr langer Expositionszeit untersucht. Von 
Zeit zu Zeit emittiert die Lichtquelle ein Photon, und diese Emissionen 
sind so weit voneinander getrennt, daß im allgemeinen nur ein einziges 
Photon mit seinem zugehörigen Wellenzug durch den Interferenzapparat 
geht. Die Wahrscheinlichkeit, daß sein Vorhandensein durch einen photo- 
graphischen Prozeß in dem Interferenzapparat deutlich wird, ist in jedem 
Punkte proportional der resultierenden Intensität des Wellenzuges. Während 
der langen Dauer des Experiments wiederholt sich der Emissionsprozeß 
ungeheuer oft, Nmal, und im Interferenzapparat erscheinen nacheinander 
N identische Wellenzüge. 

Offenbar ist der photographische Effekt, der dadurch hervorgerufen 
wird, derselbe, als ob der Apparat einen einzigen Wellenzug aufgenommen 
hätte, in dem N Photonen proportional dem Quadrat der Amplitude 
verteilt waren. Ein Experiment mit sehr schwacher Belichtung und langer 
Expositionszeit muß also dasselbe Resultat im Einklang mit der klassischen 
Theorie geben wie ein kurzdauerndes Experiment mit intensiver Be- 
lichtung. Es ist fast sicher, daß dieselben Betrachtungen auch für die 
Beugung von materiellen Teilchen gelten. 

Die Gleichungen (15) für die Bewegung der Wahrscheinlichkeit zeigen 
uns, daß in einem Interferenzfeld mit festen Hindernissen die Wahr- 
scheinlichkeitselemente nicht geradlinig fortschreiten; ihre Bahn wird 
durch die Wirkung der Quantenkraft gekrümmt, die ihrerseits von den 
Schwankungen der Amplitude herrührt. 

Wir nehmen ein einfaches Beispiel: die Beugung einer ebenen Welle 
an dem geradlinigen Rand eines unbegrenzten Schirms. Man weiß seit 
Fresner, daß das Licht in den geometrischen Schatten eindringt. Es 
gibt also notwendig Wahrscheinlichkeitselemente, die um den Rand des 
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Schirms herumlaufen und, wie man sieht, kann für diese Wahrscheinlich- 
keitselemente kein Impulssatz im gewöhnlichen Sinn gelten. Das führt 
zu einer interessanten historischen Bemerkung. Die Anhänger der New- 
ronschen Emissionstheorie sagten früher nach der Entdeckung dieser 
Erscheinung, daß der Rand eines Schirms eine Kraft auf die Lichtteilchen 
ausübt; mit unserer Quantenkraft, die ja eine Folge der Anwesenheit des 
Schirms ist, nähern wir uns dieser Auffassung wieder ein wenig; aber die 
Quantenkraft hat eine ganz besondere Natur, und wenn wir nicht die 
Theorie der Führungswelle annehmen, deren Schwierigkeiten wir bereits 
kennen gelernt haben, so dürfen wir nicht sagen, daß die Quantenkraft 
buchstäblich auf das Teilchen selbst wirkt. 

$4. Lichtinterferenzen an einem ebenen vollständig reilektierenden 
Spiegel. Es ist sehr lehrreich, die Wahrscheinlichkeitsbewegung für eine 
spezielle Interferenzerscheinung 
zu untersuchen: für die Erschei- 
nungen in der Nähe eines ebenen 
Spiegels, der durch einen Licht- 
strahl getroffen wird. Wir be- 
trachten zuerst den Fall eines 
vollkommenen Spiegels. Die Spie- 
gelebene sei die xy-Ebene, und 
das Licht falle in der Zeichenebene en 
xz ein. Die z-Achse schließlich sei normal zum Spiegel nach innen gerichtet. 

Die einfallende ebene Welle ist 


Öpiegelebene 


2riv l- zaaien e 

=E £ > (24) 
und die reflektierte: 

AA l- «sin O©—z cos © +a] 
Ya = ae í > (85) 
Die Amplituden beider Wellen sind gleich, denn der Spiegel soll voll- 

ständig reflektieren. Dagegen kann im Augenblick der Reflexion ein 
Phasensprung « stattfinden. 


In der Nähe des Spiegels superponieren sich y, und %,, und man hat: 


eig 

y-yıtwmae”, (26) 
mit 

a=2a,00|2r”00s O +75 |. (27) 


p=hr le RO) + TE. (28) 


c 
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Nach (11) sind die Geschwindigkeitskomponenten der Wahrscheinlich- 
keitselemente im Interferenzgebiet: 


Br OR, N = ZEN | 
Ve Ten ~ Cno v=v—_0. (29) 

In der Nähe des Spiegels bewegt sich also die Wahrscheinlichkeit 
parallel zum Spiegel, und ihre Dichte a? hat Maxima und Minima auf 


Ebenen parallel zur Spiegelfläche in Abständen e gemäß (27). 


Das Wahrscheinlichkeitsfluidum, das im einfallenden Strahl homogen 
war, wo ja alle Lagen für das Photon gleich wahrscheinlich waren, teilt 
sich in parallele Schichten, sobald es in das Interferenzgebiet kommt. 
Natürlich hat man es in der Praxis immer mit begrenzten Wellenzügen 
zu tun, die eine Wellenfront haben, und die Wahrscheinlichkeitsbewegung, 
die wir beschrieben haben, besteht erst dann, wenn die Wellenfront 
reflektiert worden ist und die Interferenzen sich ausgebildet haben. 

Das Beispiel, das wir hier untersucht haben, führt in Versuchung anzu- 
nehmen, daß die Bahnen der Wahrscheinlichkeit in Wahrheit die Bahnen 
der Photonen selbst sind. Das ist der Standpunkt in der Theorie der 
Führungswelle. Die in der einfallenden Welle gleichmäßig verteilten 
Photonen würden dann in dem Interferenzgebiet Schichten bilden, die 
parallel zur Spiegelfläche gleiten. Aber wir haben bereits gesagt, daß 
diese Gleichsetzung der Teilchenbewegung mit der der Wahrscheinlichkeits- 
elemente auf prinzipielle Schwierigkeiten stößt. Sobald wir den Spiegel 
als unvollständig reflektierend annehmen, werden wir sehen, daß die 
Theorie der Führungswelle zu einer sehr unwahrscheinlichen Konsequenz 
bezüglich der Geschwindigkeit der Photonen führt. 


$5. Lichtinterferenzen an einem unvollkommenen Spiegel. Wir gehen 
zum Fall eines ebenen Spiegels über, der nur unvollständig reflektiert. 
Ein Teil der Photonen wird dann durch die Fläche des Spiegels in das 
dahinter befindliche Medium durchgelassen, während der Rest reflektiert 
wird. Wir betrachten die Spiegelfläche als eine sehr dünne Übergangsschicht, 
wo sich die teilweise Reflexion der Welle vollzieht. Es spielt für das Folgende 
keine Rolle, ob das Medium hinter dieser Schicht, mit dem Medium 
(Vakuum oder Luft) identisch ist, das sich auf der Einfallsseite befindet, 
oder aus einem brechenden Körper besteht. 

Auf der Seite des einfallenden Strahls gibt es ein Gebiet, wo die Super- . 
position der einfallenden und der reflektierten Welle zu Interferenzen 
Anlaß gibt. Was wir verstehen wollen, ist, warum die Wahrscheinlichkeits- 
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elemente dieses Interferenzgebiet durchqueren, um teils in den reflek- 
tierten Strahl, teils in den durchgehenden Strahl zu kommen. 

Die einfallende Welle y, wird wieder durch (24) gegeben, aber ich setze 
hier zur Vereinfachung der Rechnung a= l. Es ist nachträglich dann 
leicht, in den Formeln wieder a, und af einzufügen. Wir schreiben also 
für die einfallende Welle: 


g æ sin O+z cos O 
2miy |t— Be 


Die ’ (80) 
und für die reflektierte Welle: 


Sn -7 sin O©—z cos 2 


c 


wene (31) 


Für y = 1 ist der Spiegel vollkommen, und wir kommen wieder auf 
den oben untersuchten Fall. Für 7 = 0 wird der Strahl ohne jede Reflexion 
durchgelassen, mithin existiert der Spiegel gar nicht. In dem Zwischen- 
gebiet 0<n<1 ist der Bruchteil der Wahrscheinlichkeitselemente, 
die Reflexion erleiden, wegen des Interferenzprinzips n?. In dem Inter- 
ferenzgebiet in der Nähe des Spiegels auf der einfallenden Seite ist die 
resultierende Welle: 


y=-ytrw=ae ° (82) 
Wir setzen zur Abkürzung: 
u 7,0080 4 &. 
Um a und g zu berechnen, benutzt man die Formeln (35) und (37) 
des vorhergehenden Kapitels und findet leicht: 
a = 1 +n?’ + 2ycosu 


3p ho EL T op Rey 1—-n? 
De .n: a —— z cos O A (33) 


Dann gibt uns Formel (11) für die Geschwindigkeitskomponenten der 
Wahrscheinlichkeitselemente: 


I 2 
=. (34) 


v, = csin O v,=0 v, = c cos O 
Die Bewegung der Wahrscheinlichkeitselemente geschieht also in der 

Einfallsebene, und ihre Geschwindigkeit parallel zum Spiegel ist dieselbe, 

als ob er vollständig reflektieren würde. Aber hier ist die Komponente v, 
de Broglie, Einführung ín die Wellenmechanik. 8 
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von Null verschieden, und zwar eine periodische Funktion von z, und 
man schließt daraus, daß die Bahnen der Wahrscheinlichkeit im Inter- 
ferenzgebiet wellenförmige Kurven, etwa wie die der Fig. 8, sind. Man 
sieht leicht, daß die mittlere Neigung dieser Kurven zwischen dem Wert 
Null in dem oben behandelten Fall 7 = 1 und dem Werte tg O im Falle 
der vollständigen Durchlässigkeit (n = 0) liegt. 

Auf Fig. 8 kann man gut sehen, wie die Wahrscheinlichkeitselemente, 
die im einfallenden Strahl gleichmäßig verteilt sind, teils in den durch- 
gelassenen, teils in den reflektierten Strahl gehen, wobei ihre Dichte- 
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verteilung in den beiden neuen Strahlen wieder gleichförmig ist. Im Inter- 
ferenzgebiet ist die Wahrscheinlichkeitsdichte durch den Ausdruck (33) 
für a? gegeben. Es gibt also wieder helle und dunkle Schichten parallel 
zur Spiegelfläche, aber die dunkeln Schichten sind nicht mehr schwarz, 
denn die Minima von a? sind gleich (1 — n?) > 0. Es gibt also keine Stelle 
in der Interferenzzone, wo kein Wahrscheinlichkeitselement vorbeikommt. 
Diese Ergebnisse sind nach Fig. 8 beinahe evident, denn wenn die dunklen 
zum Spiegel parallelen Schichten schwarz wären, so ist nicht einzusehen, 
wie die Wahrscheinlichkeitselemente in den durchgelassenen Strahl ge- 
langen sollten. 

Auch hier sieht es verlockend aus, sich die Photonen als wohlbestimmte 
Punkte vorzustellen, die die Bahnen von Wahrscheinlichkeitselementen 
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durchlaufen. Außer den bereits erwähnten Schwierigkeiten tritt hier eine 
neue auf, die sehr interessant ist. Sehen wir uns den Ausdruck (34) für 
die Geschwindigkeitskomponente v, an, so bemerken wir, daß diese Kom- 
ponente in den dunklen Schichten größer als ccos® ist; folglich ist in 
diesen Schichten die Geschwindigkeit v der Wahrscheinlichkeitselemente 
größer als die Geschwindigkeit c, denn man hat 


2 
= + v? + v? = sin? @+c*00s?0 (77) > ec (35) 


Wollen wir also den Photonen die Bewegung von Wahrscheinlichkeits- 
elementen zuschreiben, so wären wir gezwungen, ihnen in den dunklen 
Schichten eine Geschwindigkeit größer als c zu geben, und das wäre wohl 
mit den Prinzipien der Relativitätstheorie schwer vereinbar. 


$ 6. Superposition von ebenen monochromatischen Wellen. Wir be- 
trachten eine Lichtwelle, die aus der Superposition zweier ebener mono- 
chromatischer Wellen in der z-Richtung entsteht: 


i Z 
2ainf -2) 


ne) 
U Ae +a,e ; (36) 


2mi 
Wenn wir y auf die Form ae % ” bringen, so finden wir 


a? = a? + af + 2 a, a cos 2 a (r, — v4) (t — $). (37) 


Die resultierende Amplitude hat Maxima und Minima, die in Ab- 


< voneinander gelegen sind und längs der z-Achse mit der Ge- 


ständen = 


schwindigkeit c fortschreiten. Die Wahrscheinlichkeit für die Anwesenheit 
des zugehörigen Photons ist nach dem Interferenzprinzip gleich a? und 
hat dieselben Maxima und Minima. 


Wir berechnen die Größe =, die für die Wahrscheinlichkeitselemente 


die Rolle einer Energie spielt. Wir bekommen 


op _ h af oae 
ôt 4ni a ôt ot 


Z 
ah v, ahv F t; da (h v, Hh v) cos 2a (71 —»,) l-5) 


a? + a2 + 2a, ag COS 2 m (v, — Ya) ee 
1 2 1 c 
8* 
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Ist n = v = v, so findet man natürlich für = den konstanten Wert hv. 


Aber im allgemeinen Fall v; + v, ändert sich ® in komplizierter Weise. 


In der Theorie der Führungswelle versucht man, die Bewegung des Teilchens 
mit der der Wahrscheinlichkeitselemente zu identifizieren, das Teilchen müßte 
also diese ständig schwankende Energie haben. Wenn man aber die Welle(36) 
auf ein Stück Materie fallen läßt, so ist es wohl sicher, daß man einen photo- 
elektrischen Effekt finden wird, der entweder dem Quantum Av, oder dem 
Quantum hv, entspricht. Alles geht so vor sich, als ob das Teilchen, das zu 
der Welle gehört, entweder die Energie hv, oder die Energie hv, hat, 


aber nicht die Energie ze . Um die Wahrscheinlichkeit für die Anwesen- 


heit des Teilchens zu bekommen, muß man demnach die resultierende 
Amplitude der beiden monochromatischen Wellen betrachten, um aber die 
verschiedenen Energien vorauszusehen, mit denen das Teilchen nach- 
gewiesen werden kann, muß man nicht die resultierende Phase, sondern 
die Frequenzen der einzelnen monochromatischen Wellen betrachten, d. h. 
die spektrale Zerlegung der Welle y. Es gibt also verschiedene Möglichkeiten 
(zwei im vorliegenden Beispiel) für den Energiewert des Teilchens. Man 
kann dem Teilchen nicht mehr eine definierte Energie zuschreiben, wie 
es die Theorie der Führungswelle tut, sondern nur von der Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß es eine gewisse Energie hat, reden. 
Ganz ähnliche Überlegungen gelten für den Impuls. 


ELFTES KAPITEL. 


HeEısenger6-Bonrsche Theorie. 


§ 1. Prinzip der spektralen Zerlegung. Bisher haben wir also folgende 
Resultate gewonnen: wir haben gesehen, daß man der Bewegung eines 


2mi 
Teilchens stets eine Welle y=@e » ” zuordnen muß, und daß das 


Interferenzprinzip notwendig und für die Interpretation der experimentellen 
Resultate wichtig war, nach dem die resultierende Intensität a? = yy* 
der Welle überall und dauernd sowohl für Materie wie für Licht die Wahr- 
scheinlichkeit für die Anwesenheit des Teilchens gibt. Weiter sind wir 
dazu gekommen, ein fiktives Medium, das Wahrscheinlichkeitsfluidum, 
einzuführen, dessen Bewegung durch die Ausbreitung der Welle fest- 
gelegt ist und dessen Dichte a? die Wahrscheinlichkeitsverteilung gemäß 
dem Interferenzprinzip angibt. Wenn die Näherung der geometrischen 
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Optik anwendbar ist, so fallen die Bewegungen des Wahrscheinlichkeits- 
fluidums mit den möglichen Bewegungen des Teilchens, wie sie aus der 
alten Mechanik folgen, zusammen. Deswegen schien die Annahme nahe- 
gelegt, daß die Teilchen wohldefinierte Punkte sind, die die Bahnen der 
Wahrscheinlichkeit beschreiben, aber diese Betrachtungsweise (Theorie 
der Führungswelle) hat bei genauer Prüfung schwere Hindernisse auf- 
gewiesen. Der wirkliche Sinn der Dualität von Wellen und Korpuskeln 
bleibt also noch schleierhaft. Es ist hier an der Zeit, die Theorie von 
HEISENBERG und BoHR zu besprechen. 

Die Hrısenger@-Boursche Theorie stützt sich auf zwei Prinzipien: 
erstens das Interferenzprinzip, mit dem wir jetzt schon vertraut sind, 
und zweitens das Prinzip der spektralen Zerlegung, das wir bereits am 
Schluß des letzten Kapitels streiften, und das wir jetzt vollständiger 
an Hand von Überlegungen für den feldfreien Fall auseinandersetzen 
wollen. 

Die ebene monochromatische Welle entspricht einer geradlinigen und 
gleichförmigen Bewegung des Teilchens; das war der Ausgangspunkt der 
Wellenmechanik. Ein begrenzter Wellenzug kann aber als Superposition 
von ebenen Wellen der Form 


$ n 
Pairt- t aret Bry+ Y2) 


ET A Y = E e (1) 
aufgefaßt werden, in denen dieKonstanten «,, Br» Yy Und n, an die Relationen 
a+ßf+n—-l m=-V1-% (2) 


gebunden sind. », ist die Eigenfrequenz — des Teilchens. 


Als die Wellenmechanik noch am Anfang ihrer Entwicklung stand, 
hat Max Born schon den Vorschlag gemacht, jede Größe a? als die relative 
Wahrscheinlichkeit dafür aufzufassen, daß das Teilchen den zu y ge- 
hörigen Bewegungszustand hat. Auf diese Weise würde die y-Welle im 
Gegensatz zu den Annahmen, die man in der Theorie der Führungswelle 
macht, nicht die Bewegung des Teilchens bestimmen, sondern nur die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß es eine gewisse Bewegung ausführt. Mit 
der Bornschen Voraussetzung würden die Schwierigkeiten fortfallen, die 
wir am Schluß des letzten Kapitels angedeutet haben, und die mit dem 
Photoeffekt einer Welle zusammenhängen, die durch Superposition zweier 
oder mehrerer monochromatischer Wellen entsteht. Wir nennen dieses 
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Borxsche Postulat das ‚Prinzip der spektralen Zerlegung“. Nimmt man 
seine Gültigkeit an, so hat die Bestimmung des Teilchens durch die zu- 
gehörige Welle eine doppelte Unbestimmtheit: einerseits ist die Lage 
des Teilchens unbestimmt, da es nach dem Interferenzprinzip eine end- 
liche Wahrscheinlichkeit gibt, daß man das Teilchen an irgendeiner Stelle 
des Raumgebiets findet, das vom Wellenzug ausgefüllt wird, und zwar 
ist sie gleich der resultierenden Intensität «2. Andererseits ist der durch 
Impuls und Energie gemessene Bewegungszustand nach dem Prinzip 
der spektralen Bewegung ebenfalls unbestimmt, weil es mehrere mög- 
liche Bewegungszustände gibt und die Wahrscheinlichkeit für jeden durch 
das Amplitudenquadrat der zugehörigen monochromatischen Komponente 
in der spektralen Zerlegung des Wellenzuges ist. 

Was hat man sich bei dieser doppelten Unbestimmtheit zu denken? 
Das sucht die HrisexBerG-Bongsche Theorie mit Hilfe einer feinen und 
tiefgehenden Analyse der Begriffe Beobachtung und Messung zu erklären. 

$ 2. Die Heısengere-Bonrsche Theorie. Unbestimmtheitsrelation. 
Wenn man eine Erscheinung beobachten will, so muß man sie notwendig 
wenigstens in gewissem Maß stören. Man kann ja nur dann beobachten, 
wenn man eine Wechselwirkung herstellt zwischen dem zu untersuchenden 
Vorgang und der Außenwelt, zu der der Beobachter selbst gehört. Wenn 
der Meßvorgang die untersuchte Erscheinung relativ wenig stört, so kann 
man die Werte der Größen, die den Vorgang charakterisieren, auch nach 
der Messung als bekannt betrachten, natürlich bis auf die experimentellen 
Fehler. Aber wenn der Meßvorgang die zu untersuchende Erscheinung 
sehr stark ändert, so wird das Ergebnis der Beobachtung nicht mehr 
genau den Zustand nach der Messung beschreiben. Wir kennen also diesen 
Zustand nur mit einer Ungenauigkeit, die von unserer Unkenntnis darüber 
herrührt, in welcher Weise der Meßvorgang die Erscheinung beeinflußt hat. 

Insbesondere ist es leicht möglich, anzunehmen, daß ein Meßvorgang 
zur Bestimmung einer Größe A notwendig den Wert einer anderen Größe B 
so stört, daß der Wert von B nach der Messung um so unbekannter 
wird, je mehr man den Meßvorgang verfeinert, um einen genaueren Wert 
für A zu bekommen. Nach den klassischen Begriffen ist der Zustand 
eines Teilchens durch acht Größen x, y, Z, t, Pu, Pu, Pe und W beschrieben, 
die zu einem gewissen Augenblick die Lage des Teilchens und seinen 
Bewegungszustand festlegen. Diese acht Größen bilden zwei Gruppen: 
einmal die Raum- und Zeitkoordinaten x, y,z,t, andererseits die Größen, 
die zu diesen Koordinaten konjugiert sind: Pa, Pu, Pz, W. Wenn man 
das Interferenzprinzip und das Prinzip der spektralen Zerlegung als gültig 
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annimmt, so muß, wie wir jetzt zeigen, jeder Meßvorgang, mit dem man 
eine der acht Größen bestimmen will, notwendig den Wert der konjugierten 
Größe ändern, und diese Änderung wird um so größer, je genauer die 
Messung gemacht wird. Die Unbestimmtheit, die daraus resultiert, darf 
man nicht als eine zufällige Unbestimmtheit betrachten, die an der 
Unvollkommenheit unserer Meßverfahren liegt, und die durch verbesserte 
Verfahren vermieden werden könnte. Sie ist vielmehr wesentlich, da 
sie auf der Störung der Erscheinung durch die Messung selbst beruht 
und folgt aus einem wichtigen Naturgesetz. 

Um die Notwendigkeit dieser Unbestimmtheit zu beweisen, wenn 
man Interferenzprinzip und Zerlegungsprinzip voraussetzt, gehen wir von 
der folgenden Bemerkung aus: Es muß immer möglich sein, das, was 
eine Beobachtung über ein Teilchen ausgesagt hat, durch einen Wellen- 
zug darzustellen. Dann entspricht der Unbestimmtheit in der Lage des 
Teilchens die räumliche Ausdehnung des Wellenzuges, und der Unbestimmt- 
heit im Bewegungszustand entspricht die Breite des spektralen Bereichs, 
in dem die einzelnen Sinuswellen liegen, aus denen der Wellenzug besteht. 

Nach dem Grundgedanken der Wellenmechanik muß dem gerad- 
linigen und gleichförmigen Bewegungszustand des Teilchens die Fort- 


pflanzung einer ebenen monochromatischen Welle der Frequenz v = u 


und der Wellenlänge 4 = TT zugeordnet werden, wenn W und p Energie 
und Impuls des Teilchens sind. Wir führen den Vektor „Wellenzahl“ R 


einer ebenen monochromatischen Welle ein, der die Richtung von p und 
die Länge 4 hat. Wir haben dann: 


) 


-E u E 
Nun ging aber schon aus den Resultaten der Rechnungen im Kapitel 4, 
$ 3, hervor, daß ein Wellenzug, dessen Ausdehnung in Richtung der drei 
Achsen 6%,6y,62 und dessen zeitliche Dauer an einem bestimmten Punkt ôt 
ist, für die mathematische Darstellung einer Gruppe von ebenen mono- 
chromatischen Wellen verlangt, deren Frequenz und Wellenzahlkompo- 
nenten mindestens die Intervalle 6v,6N,,6N,,6N, erfüllen, die mit 
öx,6y,6z,6t durch die größenordnungsmäßig gültigen Ungleichungen 


ON L> aNaayzi; SN.d2>1; rröizl (4) 


verknüpft sind. 
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Wegen der Annahme, daß zu jeder ebenen monochromatischen Welle 
eine geradlinige und gleichförmige Bewegung des Teilchens gehört, haben 
wir die Größen 


6W=höv; 6p,—höN,; öp,—höN,; 6p,=höN, (5) 


als die Unsicherheiten zu betrachten, die den Werten von Energie und 
Impuls anhaften. Die Relationen werden dann: 


öW-öt>h; p ôxZzh; Öp,öyzh; ôp,ôzzhk. (6) 


Das sind die Hrısengergschen Unbestimmtheitsrelationen. Je kleiner 
die Unbestimmtheit für eine der acht Größen x, y, Z, t, Pa, Pus Pz; W ist, 
desto größer muß die Unbestimmtheit in der konjugierten Größe werden, 
wegen der Bedeutung, die man der Welle zuschreibt. 


$ 3. Bedeutung der Wellen in der HEISENBERG-BoHrschen Theorie. Zu- 
sammenfassend erhält man folgende Bedeutung der y-Welle nach dieser 
Auffassung von HEISENBERG und BoHrR: Man habe zur Zeit t) eine erste 
Beobachtung gemacht, die Lage und Impuls des Teilchens auf gewisse 
Grenzen zu beschränken gestattet. Wir nehmen an (auf diesen Punkt 
werden wir noch zurückkommen), daß die Unbestimmtheit in den kon- 
jugierten Größen, die man nach dieser Beobachtung erhalten hat, besten- 
falls die Hrısenger@schen Relationen (6) erfüllt. Um das Ergebnis dieser 
ersten Beobachtung darzustellen, müssen wir einen Wellenzug aufbauen, 
dessen resultierende Intensität an jedem Punkte die Wahrscheinlichkeit 
gibt, daß das Teilchen an diesem Punkte ist, und dessen spektrale Zer- 
legung die relativen Wahrscheinlichkeiten für die verschiedenen Be- 
wegungszustände des Teilchens angibt. Um so weit wie möglich voraus- : 
zusehen, was aus diesem unvollständig bekannten Anfangszustand folgt, 
müssen wir die Fortpflanzung der Welle verfolgen und im Auge behalten, 
daß während des Verlaufs die Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Lage 
des Teilchens an jedem Punkt durch die Intensität a? und die für jeden 
Bewegungszustand durch die Intensität der entsprechenden spektralen 
Komponente gemessen wird. Man kann also aussagen: Wenn eine zweite 
Beobachtung zur Zeit t später als tọ neue Kenntnisse über Lage oder Be- 
wegung des Teilchens bringt, so gibt es eine gewisse Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß das Teilchen in einem bestimmten Raumgebiet und eine ge- 
wisse andere dafür, daß es in einem bestimmten Bewegungszustand ge- 
funden wird. Diese Voraussagen, die nur Wahrscheinlichkeiten und keine 
Gewißheiten geben, sind die einzigen, die wir erwarten können: nach 


$ 3. Bedeutung der Wellen in der Hrısengerg-Bonrschen Theorie. 121 


BoHR und HEISENBERG ist es sinnlos, wenn man versucht, das Teilchen 
durch einen Punkt darzustellen, der eine wohldefinierte Bahn mit wohl- 
definierter Geschwindigkeit durchläuft. 

Nach HrısenBerG kann man den Wellenzug ein „Wahrscheinlichkeits- 
paket“ nennen. Wir haben gesehen, daß man ihm auch eine Wahrscheinlich- 
keitswolke zuordnen kann; die Dichte des Wahrscheinlichkeitsfluidums, 
das wir uns so vorgestellt haben, ist dabei gleich der Intensität a? des 
Wellenzuges und ist folglich die Wahrscheinlichkeit für die Lage. Die 
Elemente des Wahrscheinlichkeitsflurdums beschreiben Bahnen, die von 
der ursprünglichen Ausdehnung des Wellenzuges, d. h. von der ursprüng- 
lichen Unbestimmtheit in der Lage des Teilchens abhängen. Daß die Be- 
wegung der Wahrscheinlichkeit von unserer Kenntnis über den Anfangs- 
zustand abhängt,:bedeutet keine Schwierigkeit, denn die Wahrscheinlich- 
keit eines Ereignisses hängt immer von unserer mehr oder we genauen 
Kenntnis der vorhergegangenen Zustände ab. 

Die Untersuchung der Fortpflanzung des Wellenzuges gestattet uns, 
die Wahrscheinlichkeit für die verschiedenen möglichen Lagen des Teilchens 
zur Zeit t anzugeben. Macht man zu dieser Zeit eine neue Beobachtung, 
um die Lage des Teilchens genauer festzustellen, so wird sie in Über- 
einstimmung mit unseren Wahrscheinlichkeitserwartungen sein, aber wenn 
sie einmal gemacht ist, so schränkt sie im allgemeinen die Ungenauigkeit 
in der Lage des Teilchens ein. Wenn zur Zeit t der Wellenzug ein Raum- 
gebiet R erfüllt, so wissen wir vor der Beobachtung, daß das Teilchen 
in diesem Gebiet R sein muß, aber nach der Beobachtung werden wir 
im allgemeinen wissen, daß es in einem Gebiet R, innerhalb R ist. Um 
den neuen Zustand unserer Kenntnisse nach der Beobachtung darzu- 
stellen, müssen wir also eine „Reduktion des Wahrscheimlichkeitspakets“ 
vornehmen, so daß der Wellenzug nur noch das Gebiet R, erfüllt. Ein 
ganzer Teil des ersten Wellenzuges verschwindet also einfach durch die 
Tatsache der neuen Beobachtung. Wie wir in der Einleitung bemerkten, 
zeigt dies deutlich den abstrakten und symbolischen Charakter, den die 
Wellen in dieser Auffassung haben. 

In die alte Idee vom Determinismus der physikalischen Erscheinungen 
wird andererseits durch diese Theorie eine Bresche geschlagen, denn 
diese Idee beruhte auf der Möglichkeit, die Anfangsbedingungen genau 
festzulegen, aus denen man dann die folgenden Erscheinungen nach den 
Gesetzen der Mechanik streng ableiten konnte. Die Bewegung eines 
Teilchens war unerschütterlich festgelegt, sobald man einmal seinen Ort 
und seine Geschwindigkeit kannte; aber in der BouR-HrısengErgschen 


122 XI. HEISENBERG-BoHRsche Theorie. 


Theorie wird es unmöglich, mit absoluter Gewißheit zugleich Anfangslage 
und -geschwindigkeit eines Teilchens zu bestimmen, und folglich kann 
man auch nicht mehr behaupten, daß eine Bewegung streng bestimmt 
ist, da man immer nur Wahrscheinlichkeitsaussagen über sie machen kann. 


$4. Zusammenhang mit der alten Mechanik. Es gibt jedoch eine 
wichtige Tatsache, die durch die neue Theorie erklärt werden muß: für 
alle mechanischen Erscheinungen im großen Maßstab reichen die alten 
Vorstellungen vollständig aus; es ist nicht zu leugnen, daß in unserem 
Maßstab ein strenger Determinismus für diese Erscheinungen zu bestehen 
scheint. Wie kann man diesen Umstand verstehen? Zu allererst muß man 
bemerken, daß nach den neuen Vorstellungen in der Praxis immer zwei 
Arten von Unbestimmtheit auftreten. Die erste wird bereits von den 
klassischen Theorien zugelassen und ist eine sozusagen zufällige Un- 
bestimmtheit, die von der unvermeidlichen Ungenauigkeit unserer Meß- 
methoden herrührt und die im Prinzip beliebig weit reduziert werden 
könnte, wenn man unsere experimentelle Technik entsprechend vervoll- 
kommnet. Die zweite Unsicherheit ist prinzipiell und kann nicht ver- 
kleinert werden; sie wird durch die HEISENBERGschen Unbestimmtheits- 
relationen (6) gegeben. In dem Fall, wo die alte Auffassung der Mechanik 
gut bestätigt wird, ist die zufällige Unbestimmtheit sehr viel größer als die 
prinzipielle und verdeckt sie vollkommen. Folglich geht praktisch alles 
so vor sich, als ob die HrIsenBer@sche Unbestimmtheit gar nicht existierte. 
Alles läuft bis auf Meßfehler so ab, als ob die deterministischen An- 
schauungen der alten Mechanik richtig wären. Aber wenn eine ungeheuer 
vervollkommnete Versuchstechnik die Werte der mechanischen Größen 
immer genauer zu erfassen gestatten würde, so käme man schließlich 
an einen Punkt, wo man sich an der Hrısengereschen Ungenauigkeit 
stoßen würde. 

Wir wollen dies an einem numerischen Beispiel erläutern. Wir be- 
trachten die Bewegung eines kleinen Balles vom Gewicht eines Milli- 
gramms, dessen Abmessungen wir vernachlässigen, längs einer Achse OH 
Um seinen Anfangszustand zu bestimmen, müssen wir den Schwerpunkt 
und die Geschwindigkeit messen. Angenommen, wir könnten die Lage des 
Schwerpunkts auf ein tausendstel Millimeter bestimmen; das wäre schon 
eine große Genauigkeit. Dann sagt die Hrısengerssche Relation aus, daß 
wir die Geschwindigkeit in diesem Augenblick nicht genauer als bis auf 


Re 1 a 
òv möx 108.107€ 6,55 -10 cm/sec 


kennen können. 
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Offenbar wird man praktisch niemals eine Meßmethode finden, die 
uns eine solche Genauigkeit in der Geschwindigkeit zu erreichen gestattet. 
Die Heısengeresche Ungenauigkeit wird also durch den experimentellen 
Fehler vollständig verdeckt, und alles spielt sich so ab, als ob sie gar nicht 
existiere. 

Die mathematische Übereinstimmung zwischen der neuen Mechanik 
im Sinne von BoHR und HEISENBERG und der alten Mechanik läßt sich 
übrigens sehr leicht mit Hilfe des Eurenrestschen Theorems (Kapitel 9, 
$ 3) beweisen. Wir wissen, daß die alte Mechanik der geometrischen Optik 
für die Materiewellen entspricht. Nun ist die geometrische Optik an- 
wendbar, wenn die Bedingungen für die Ausbreitung in Abständen von 
der Ordnung der Wellenlänge nicht merklich variieren. Da die Wellen- 
länge gewöhnlich viel kleiner ist als alles, was wir direkt messen können, 
so können wir uns einen Wellenzug vorstellen, der ein Gebiet erfüllt, in 
dem sehr viele Wellenlängen Platz haben und der für unsern Maßstab 
doch noch punktförmig ist. Dieser Wellenzug kann dann durch eine Wellen- 
gruppe dargestellt werden, die sich annähernd mit der RayLeieuschen 
Gruppengeschwindigkeit bewegt. Er wird ein kleines Wahrscheinlichkeits- 
kügelchen bilden, dessen Abmessungen noch unmeßbar klein sind. Wir 
schreiben dann die Gleichungen des Eurenrestschen Theorems an: 


my,=lh; my, l m}, =f, (7) 


Die Größe y, z. B. ist die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit der 
Wahrscheinlichkeitselemente in Richtung der x-Achse. Sie ist für alle 


Elemente des Kügelchens angenähert gleich nn wo U, die x-Kompo- 
nente der Gruppengeschwindigkeit ist, und folglich 7, = Nach Vor- 


aussetzung ist die Approximation der geometrischen Optik gültig, die 
Kraft ist also näherungsweise in dem ganzen Bereich des Wellenzuges 
konstant. Also ist f,— f,, wenn fẹ der Wert für die x-Komponente der 
Kraft in dem kleinen Gebiet bedeutet, das der Wellenzug erfüllt. Die 
gleichen Überlegungen gelten für die y- und z-Komponenten, daher 
kommt: 


Dura... Eon. dU; 
m he (8) 


Das Wahrscheinlichkeitskügelchen bewegt sich also als Ganzes so, 
wie es ein materieller Punkt in dem gegebenen Kraftfeld nach den Ge- 
setzen der alten Mechanik tun müßte. Selbstverständlich ist die Lage 
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des Teilchens innerhalb des Wellenzuges unbestimmt, aber da die Ab- 
messungen des Zuges sehr viel kleiner sind als alle der Messung direkt zu- 
gänglichen Längen, so geht praktisch alles so vor sich, als ob das Teilchen 
jederzeit einen bestimmten Ort hätte und sich nach den klassischen New- 
tonschen Gleichungen bewegte. 

Man sieht, mit welcher Eleganz das Enrenrestsche Theorem die Ver- 
bindung zwischen der alten Mechanik und der HErsENBERG-BonRschen 
Theorie herstellt. 

$ 5. Eınsreinscher Einwand. Ist der Ort des Teilchens unbestimmbar 
oder wirklich unbestimmt? Gegen eine so neue Anschauung wie die 
Heisengerg-BoHgsche fehlt es nicht an Einwänden. Wir wollen einen 
auseinandersetzen, der von Einstein auf dem Solvay-Kongreß in Brüssel 
im Oktober 1927 entwickelt wurde. Angenommen, ein Teilchen und die 
zugehörige ebene monochromatische Welle fallen senkrecht auf einen 

Schirm, der in der Mitte ein rundes Loch hat; hinter 


@ dem Schirm befindet sich ein photographischer Film 
in Form einer Halbkugel von großem Radius 

(Fig. 9). 
Ten Sind die Ausdehnungen des Lochs klein genug, 
richtung 7 50 wird die Welle beim Durchgang gebeugt werden 
| Fim und sich in allen Richtungen rechts vom Schirm 
an > ausbreiten. In der HEIsENBERG-BOHRschen Auf- 

Fig. 9. 


fassung gibt es dann eine gewisse Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß das Teilchen sich durch eine Schwärzung an irgendeinem 
Punkt A des photographischen Films bemerkbar macht. Aber wenn zur 
Zeit t ein photographisches Bild am Punkt A des Films erscheint, so 
kann an keinem anderen Punkt mehr ein photographisches Bild ent- 
stehen, weil es nach Voraussetzung nur ein einziges einfallendes Teil- 
chen gibt. Mit unsern gewöhnlichen Vorstellungen von Raum und Zeit 
(selbst in relativistischer Form) ist es unmöglich, zu verstehen, wie die 
Tatsache, daß ein photographisches Bild in A entstanden ist, augen- 
blicklich die Entstehung eines Bildes an jedem anderen Punkte B des 
Films verhindern kann, ohne zuzulassen, daß das Teilchen in Wirklich- 
keit im Raum lokalisiert ist und in jedem Augenblick einen gewissen 
wohldefinierten Ort in der zugehörigen Welle hat. 

Jede andere Auffassung scheint mit dem Gedanken unverträglich, 
daß die physikalischen Erscheinungen in der Gesamtheit von Raum und 
Zeit oder selbst in der Ernsteinschen Raum-Zeit-Welt dargestellt werden 
können. 
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Die interessante und einfache Überlegung von ErNstEIN zeigt deut- 
lich, daß wir eine von den beiden folgenden Einstellungen annehmen 
müssen, die ich mit 4 und B bezeichnen will. 

A. Wir bleiben bei der Vorstellung, daß das Teilchen jederzeit im 
Raum lokalisiert ist und folglich Bahn und Geschwindigkeit besitzt. Dann 
müssen wir die Gedanken von BoHr und HErısengere in der folgenden 
Form ausdrücken: Obwohl das Teilchen zu jeder Zeit einen bestimmten 
Ort und eine bestimmte Geschwindigkeit hat, verhindert ein grund- 
legendes Naturgesetz, das durch die Hrısengereschen Relationen (6) 
seinen Ausdruck findet, diesen Ort und Bewegungszustand gleichzeitig 
genau zu bestimmen; aus diesem Grunde können wir niemals mehr als 
Wahrscheinlichkeitsaussagen über zukünftige Lagen und Bewegungs- 
zustände des Teilchens machen. In dieser Betrachtungsweise gibt es also 
keine wirkliche Unbestimmtheit, sondern nur eine Ungenauigkeit, die 
den Dingen ihrer Natur nach anhaftet. Wir können nicht behaupten, 
daß ein strenger Determinismus der Teilchenbewegungen vorliegt, denn 
wir werden diese Bewegungen niemals genau feststellen können, aber 
wir können diesen Determinismus auch nicht leugnen. 

B. Eine viel radikalere Auffassung hingegen ist die, die BoHR und 
viele andere bedeutende Physiker heute zu haben scheinen. Sie besteht 
in der Vorstellung, daß das Teilchen, das zu einem ausgedehnten Wellen- 
zug gehört, nicht wirklich raumzeitlich lokalisiert ist. Im gewissen Sinn- 
befindet es sich in der ganzen Ausdehnung des Wellenzuges. Für BoHR 
sind die Teilchen wirklich „ungenau definierte Individuen innerhalb 
endlicher Raum-Zeitgebiete“. Bei dem Eınsteinschen Beispiel wäre das 
Teilchen gewissermaßen virtuell über das ganze Gebiet des gebeugten 
Wellenzuges ausgebreitet; im Augenblick, wo das photographische Bild 
in A entsteht, kondensiert sich sozusagen das Teilchen an diesem Punkte, 
um dort eine beobachtbare Wirkung auszulösen. Es kann also, wie es 
scheint, kein Mechanismus in Übereinstimmung mit unserer gewöhnlichen 
Vorstellung von Raum und Zeit diese momentane Zusammenziehung er- 
klären; nimmt man den Standpunkt Ban, so muß man sagen, daß unser 
Raum-Zeit-Kontinuum für die vollständige Beschreibung der Naturvor- 
gänge nicht ausreicht. 

Außerdem genügt die Wirkung, die das Teilchen hervorruft, immer 
dem Energiesatz; ist das Teilchen z. B. ein Photon, so wird der Photo- 
effekt, den. es in A auslöst, das Eınsteinsche Gesetz erfüllen. Diese Fähig- 
keit des Teilchens, sich an einem Punkt zusammenzuziehen und dort 
eine Wirkung hervorzurufen, die mit den kausalen Erhaltungssätzen in 
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Einklang ist, hat Bonr mit den Worten ausgedrückt: „Die über die 
raum-zeitliche Beschreibung hinausgehende Annahme der Individualität 
der Teilchen kommt der Kausalitätsforderung entgegen.“ 

Im Augenblick, wo das Teilchen mit dem umgebenen Medium in 
Wechselwirkung tritt, um einen beobachtbaren Vorgang hervorzurufen, 
trifft es in der Auffassung B gewissermaßen eine Wahl zwischen ver- 
schiedenen Möglichkeiten. 

Man betrachte die Reflexion an einem unvollständig reflektierenden 
Spiegel M (Fig. 10). Die einfallende Welle teilt sich in eine reflektierte 
und eine durchgehende. Man darf nicht sagen, daß das Teilchen, wenn es auf 
dem Spiegel ankommt, bereits zwischen der reflektierten und der durchgelas- 
senen Welle auswählt, denn seine Ankunft auf dem Spiegel istunbeobachtbar. 
Bis zu dem Augenblick, wo 
das Teilchen sich entweder 
im durchgelassenen oder 
im reflektierten Strahlen- 
bündel bemerkbar gemacht 
hat, existieren beide neben- 
einander;in diesem Augen- 
blick erst vollzieht sich 
die Auswahl, denn nach 
einer Bemerkung von HEI- 
SENBERG kann man, solange sich das Teilchen noch nirgends bemerkbar 
gemacht hat, in dem schraffierten Teil der Fig. 10 Interferenzen be- 
kommen, indem man durch einen Spiegel M’ den reflektierten Strahl 
wieder mit dem durchgelassenen zusammenbringt, und das beweist die 
Notwendigkeit, beide Strahlen zu betrachten. 

\ $ 6. Schluß. Das ist in großen Zügen die Theorie von BoHR und HEIsEN- 
BERG über die Natur und die Reziprozität von Korpuskeln und Wellen. 
Sie enthält bestimmt viele Schwierigkeiten und Unklarheiten. Insbesondere 
hat man noch nicht in befriedigender Weise erklären können, wie sie von den 
GEIGER-BorTHEschen und ComPpron-Sımonschen Experimenten Rechenschaft 
gibt, die die strenge Gültigkeit von Energie- und Impulssatz für die ein- 
zelnen Zusammenstöße zwischen Photonen und Elektronen bewiesen haben. 

Vielleicht darf man hoffen, daß die Einführung irgendeiner neuen 
Idee eine klarere Interpretation des Dualismus von Wellen und Korpuskeln 
geben wird als die von Bomr und HEISENBERG vorgeschlagene. Immer- 
hin erscheint es sicher, daß etwas Fundamentales in den Unbestimmtheits- 
relationen liegt. 


Fig. 10. 
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ZWÖLFTES KAPITEL. 


Experimentelle Möglichkeiten und Hrısengeres Relation. 


$1. Meßmethoden und Heisengeres Relation. Im vorigen Kapitel 
haben wir stets vorausgesetzt, daß keine Beobachtung in der Lage ist, 
uns die gleichzeitige Bestimmung einer Koordinate und des zugehörigen 
Moments mit größerer Genauigkeit zu erlauben als der, die die Hrısex- 
BERGsche Relation gestattet. Wir müssen nun diese Behauptung bestätigen, 
indem wir die wirklichen Meßmethoden kritisch betrachten. Dabei werden 
wir so vorgehen, wie HEISENBERG das zuerst getan hat. 

Wir stellen unsere Überlegungen an einem materiellen Teilchen, z. B. 
an einem Elektron an. Um seine Lage mit großer Genauigkeit zu be- 
stimmen, gibt es kein anderes Mittel, als optische 
Methoden anzuwenden, aber diese optischen Methoden 
gestatten die Bestimmung der Koordinate bestenfalls 
mit einer Ungenauigkeit von der Größenordnung der 
Wellenlänge. Um die Genauigkeit der Ortsmessung 
zu verfeinern, werden wir also dazu geführt, die 
Wellenlänge immer kürzer zu machen, aber dann 
wird das Teilchen einen immer größeren Compton- 
effekt erleiden, denn die Energie der einfallenden 
Lichtquanten wird immer größer; sein Impuls wird Fig. 11. 
also durch die Messung immer mehr geändert. Wenn man umgekehrt 
die Absicht hat, Geschwindigkeit und Impuls zu messen, so kann man 
den Dopplereffekt verwenden, aber wie wir später sehen werden, ist dieser 
Effekt stets von einem Comptoneffekt begleitet, der die Geschwindigkeit 
ändert. Um den Einfluß des Comptoneffekts möglichst klein zu machen, 
wird man also eine große Wellenlänge verwenden, aber dann ist die Lage 
des Teilchens im Augenblick der Messung nur ungenau bestimmt. 


\2E / 
if: 


YTI. 
\V Elektron 


einfallendes 
Licht 


$ 2. HEISENBER6s Mikroskop. HEISENBERG hat eine erste Erläuterung 
dieser allgemeinen Betrachtung gegeben, indem er sich vorstellte, daß 
man ein Elektron auf dem Objektträger eines Mikroskops betrachtet, 
das mit monochromatischem Licht der Frequenz » von unten her be- 
leuchtet wird (Fig. 11). 

Wenn ein Photon an dem Elektron gestreut wird, so wird eine divergente 
Welle in das Mikroskop gelangen. Wenn der Winkel 2€, unter dem man 
das Objektiv vom Objektträger aus sieht, klein ist, so sagt eine bekannte 
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Theorie der klassischen Optik aus, daß man eine a in der Ebene 


des Objektträgers bestenfalls mit einer Ungenauigkeit zir; ‚ d.h. nähe- 


2 sin € 


rungsweise = messen kann (Auflösungsvermögen des Mikroskops). 


Als y-Achse wählen wir die Richtung der optischen Achse des Mikro- 
skops (Richtung des einfallenden Lichts) und als x-Achse die Richtung 
der Anfangsgeschwindigkeit des Elektrons auf dem Objektträger. Die 
Messung kann die Lage des Elektrons auf der x-Achse im Augenblick 


des Streuprozesses höchstens mit einer Ungenauigkeit von ôv = a be- 


stimmen. 
Vor der Streuung hat das Photon die Energie hv und den Impuls 2 


in der Richtung oy; die Streuung verändert durch Comptoneffekt die 
Frequenz des Lichtquants und die a des Elektrons. Nach 
der Br n hat das Photon die Frequenz v’, die Energie hy’ und den 


Impuls > der mit der Achse des Mikroskops einen kleinen Winkel « 


bildet. « muß notwendig kleiner als e sein, weil das gestreute Photon 
in das Objektiv gelangen soll. Die Geschwindigkeit des Elektrons ist 9’ 
geworden, sein Impuls mv’ und seine Energie 4 mv’?. Nach dem ComPToN- 
schen Verfahren werden wir davon Gebrauch machen, daß Energie- 
und Impulssatz bei der Streuung gelten. Vernachlässigt man «? gegen 
Eins, so kommt: 


hvrt+zmo} = hr + 5m + v’) | 


hv č hv 
mr lt (1) 
y’ j 
MV, =- H Mv 


Setzen wir in die erste Gleichung den Wert für 5m (vz + vy’) aus den 


beiden letzten ein, so bekommen wir 


h? y’ 


m cè? 


—0, (2) 


h? , x , 
da — 2h (v — v)— 20 hv b g? 


Gleichung (2) zeigt, daß v und v’ sich nur um Glieder der Ordnung «2 
unterscheiden. Beschränkt man sich also auf Glieder erster Ordnung in «, 


so läßt sich die letzte Gleichung (1) schreiben: 


MV — M Vz = Pr — Pr = 


(3) 


© 
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Da wir den genauen Wert von « nicht kennen, der alle Werte von 
— e bis + e durchlaufen kann, so haftet dem Impuls p nach dem Streu- 
prozeß eine Unsicherheit 


69%, =2 et (4) 
an. Unter den günstigsten Bedingungen gilt also 
d2-0p = -2ch=h (5) 


und das ist die HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation. 


$ 3. Geschwindigkeitsmessung mit dem Dopplereffekt. Wir untersuchen 
die Geschwindigkeitsmessung an einem Elektron mit. Hilfe des Doppler- 
effekts. Nehmen wir an, daß ein Elektron sich mit einer Geschwindigkeit v 
in Richtung der positiven x-Achse Ov bewegt. Auf dieses Elektron lassen 
wir einen Zug von Lichtwellen der mittleren Wellenlänge 4 fallen, der 
sich in Richtung der negativen x-Achse bewegt. Wenn ein Streuprozeß 
vor sich geht, so kann das gestreute Photon zurückgeworfen werden und 
in der positiven x-Richtung zurücklaufen. Wir nehmen an, daß das eintritt, 
und daß wir die Frequenz »’ der gestreuten Strahlung genau bestimmen. 
Der Einfachheit halber sei die Geschwindigkeit des Elektrons sehr viel 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Energie- und Impulssatz liefern dann 


rt sm®—hr' imo”? 
hv’ (6) 


hv > 
. mv — — = mv + — 
C ar 


wenn v’ die Geschwindigkeit des Elektrons nach dem Streuprozeß be- 
zeichnet. Eliminiert man v’ aus den beiden Gleichungen, so kommt: 


h (y — v’) = = É tr)? — 2 moto + v’)]. (7) 


Bei dem Streuprozeß wird die Frequenz sehr wenig geändert; man 
kann dann v’ = y — e setzen und eo und £? vernachlässigen. Es bleibt 


übrig: 


Be 


m c? mc? 


e(1+ 2v2. (8) 


Gewöhnlich ist der Quotient _ sehr klein, denn für das Licht ist A v 


von der Ordnung 10-13, und me? ist ungefähr 8-1077. Wir vernachlässigen 


de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik. 9 
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hv 
mc? 


gegen Eins und können dann setzen: 


+2]. (9) 


m 


also auf der linken Seite von (8) 2 


»=v—e=v|1—2 


Das Glied 22 entspricht dem Dopplereffekt, es wäre selbst dann vor- 


handen, wenn A unendlich klein wäre. Das Glied — 2 2 


Comptoneffekt für den betrachteten Fall zum Ausdruck. Die beiden 
Effekte überlagern sich. Da der Comptoneffekt die Geschwindigkeit des 


Elektrons stört, so müssen wir versuchen, ihn sehr klein zu machen und 
v 


bringt den 


C 


die Wellenlänge so groß wählen, daß das Verhältnis nn "Z A sehr groß 


mc? 
wird. Dann wird der Dopplereffekt allein bemerkbar werden, und wir können 
setzen 


»'=»|1+2?] oder 2741-22). (10) 


Aber der auftreffende Wellenzug hat notwendig eine endliche Länge l, 
folglich ist er nicht streng monochromatisch, und wenn wir die Wellen- 


zahl 5 einführen, so wird sie für die einzelnen Bestandteile des Zuges um 


1 a 
ô (3) variieren, wenn 


1 1 
JORE (11) 
und das Zeichen — heißen soll ‚von derselben Ordnung wie...‘ 
Selbst wenn wir also 4 ohne jeden Fehler messen, so wird der Wert 
von v immer noch ungenau sein, denn wegen (10) wird er durch: 
c X 
»-3(1-5) (12) 
gegeben, und die Ungenauigkeit in A ruft eine Ungenauigkeit in v von 
der Größe 


Cr 1 
|8v|=5%5(7) (13) 
hervor. 


Die Unbestimmtheit im Impuls des Elektrons nach der Messung ist 
daher: 


RL (14) 
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Aber der gleichzeitig gemessene Wert der Koordinate trägt ebenfalls 
noch eine Unbestimmtheit. Es existiert nämlich noch der Comptoneffekt, 
der, obwohl er nach Voraussetzung klein gegen den Dopplereffekt ist, 
eine Änderung der Geschwindigkeit des Elektrons hervorruft, die nach 
der zweiten Gleichung (6) merklich gleich 

i v+’ 2h 
ist. Angenommen, der Ort des Teilchens sei zu Beginn der Messung genau 
bekannt; das wäre der günstigste Fall. Dann wird nach der Messung aus 
folgendem Grund eine Unbestimmtheit in seiner Lage bestehen: man 


weiß nicht, in welchem Augenblick während der Dauer = des Vorüber- 


gangs des Wellenzuges am Elektron der Streuprozeß stattfindet. Und 


je nachdem, ob das am Ende oder am Anfang des Vorübergangs eo 
2h l 
mic 


verschieden sein. Die Koordinate des Elektrons trägt also am Schluß 
der Messung eine Unsicherheit 


wird die Lage des Elektrons nach der Messung um (v — N) 


ôr =— —. (16) 


Man sieht aus (16) und (14), daß man im günstigsten Fall 


ey (17) 


bekommen kann. 
Wir kommen immer wieder auf die HEIsENBERGsche Relation. 


§ 4. Durchgang von Teilchen durch eine Blende. Als nächstes Beispiel 
wählen wir die Bestimmung der Lage eines Teilchens, z. B. eines Photons, 
mit Hilfe seines Durchgangs durch eine Öffnung in einem ebenen Schirm. 
Um die Koordinaten des Teilchens in der Ebene des Schirmes zu bestimmen, 
wird man eine sehr kleine Öffnung wählen. Aber je kleiner man die Öffnung 
macht, desto mehr verstärkt man die Beugungserscheinungen, die nach 
der Wellenmechanik den Durchgang des Teilchens durch die Öffnung be- 
gleiten. Um andererseits den Augenblick seines Durchgangs durch die 
Schirmebene festzulegen, wird man einen beweglichen Flügel anbringen, 
der das Loch im Schirm während einer sehr kurzen Zeit zu öffnen ge- 
stattet. Je schneller man den Verschluß betätigt, um so besser wird die 
Durchgangszeit bestimmt, aber zugleich wird der Wellenzug verkürzt, 

9* 
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und infolgedessen wird er immer weniger monochromatisch, mithin wird 
die Energie des Teilchens immer unbestimmter. 

Wir führen die Rechnungen für den einfachen Fall durch, daß das 
Teilchen auf den Schirm senkrecht auftrifft und daß die Öffnung im Schirm 
ein Rechteck mit den Seiten 2a und 25 ist. 

Der Mittelpunkt der Öffnung sei Koordinatenanfangspunkt, die »-Achse 
parallel der großen Seite 2a, die y-Achse parallel der Seite 2b, die z-Achse 
senkrecht zum Schirm 
und in Richtung der 
Bewegung des Teil- 
chens (Fig. 12) M (X, 
Y,O) sei ein Punkt der 
Öffnung und dX dY 
ein kleines Rechteck 
um diesen Punkt. Nach 
dem HuvcHzssschen 

Fig. 12. Prinzip berechnen wir 

die Elementarwelle, die 

durch das kleine Rechteck dx dy in einer Richtung «, ,y geht. «,ß,y 

soll einen kleinen Winkel mit der z-Achse bilden. Bezeichnen x, y, z die 

Koordinaten eines Punktes, der in der Richtung «, ß,y sehr weit entfernt 
ist, so ist der Ausdruck für die fragliche Elementarwelle 


dup = KdXdYoosan(nı ES O ent, (18) 


wo K ein Koeffizient ist, der von «, ß,y abhängt, sich aber sehr viel lang- 
samer ändert als der Kosinus. In Formel.(18) hat man y durch 1 ersetzt. 
Die resultierende Welle, die in der Richtung «,ß,y durch alle Punkte 
der Öffnung geht, ist also 


Pag = f favs = A cos an (ne 43) 
+ Bein 2a (nı — +42 +3) as 
mit 


A=K | | aXdY cos 27 R -xÍ dXdYsin2n“*+P, oN) 


B verschwindet, weil zwei Flächenelemente, die symmetrisch zu O 
liegen, gleiche und entgegengesetzte Beiträge zu dem Integral liefern. In 
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A können wir setzen: 


= 00827 cos2 nf — sn2a X sinn 


a TEI 2 x = = 


(21) 
und das Integral über das zweite Glied verschwindet wieder. Es bleibt also: 


a b 
A=4K | dXcos2 n47 [aYcosanf? 
0 (0) 


Deren an ei 


men sindnT. (22) 

Daraus: 
Pag = inat sin 2af cos2a (vt — era, (23) 
Pag ist also Null in den Richtungen, wo 2 a —kn oder 2 nf? =kn 
mit k. Das heißt in den Richtungen, für die entweder « = 
oder f = nn. y,gist dagegen ein Maximum in Fr Richtungen, in 


denen entweder « = (2 k + i oder f = (2 k + 1 6: 


Auf diese Weise bekommt man die sogenannte Beugung im Un- 
endlichen. 

Um sie zu beobachten, wird man z. B.eine Linse aufstellen, deren 
optische Achse mit OZ zusammenfällt. Wenn keine Beugung stattfände, 
so würde man nur ein Bild der rechteckigen Öffnung sehen, das dann in 
der Brennebene der Linse auf der optischen Achse liegen würde. Aber 
wegen der Existenz von ebenen monochromatischen Wellen, die gegen 
die optische Achse geneigt sind, bekommt man noch eine Reihe von andern 
Bildern, die zu den Maxima von y,, gehören. Die Stärke dieser Bilder 
nimmt mit wachsender Ordnung k sehr rasch ab. 

Im ganzen ist die ebene Welle, die auf den Schirm fällt, von der Form 

y=acos2n(vi— 7). (24) 
Der Durchgang durch die rechteckige Öffnung verwandelt sie in eine 
Gruppe von ebenen Wellen, die gegen die 2-Achse schwach geneigt sind 
und die Form 


y = Sa (a, p) cos 2 n (vt — +2) (25) 
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haben. Die partiellen Amplituden a(«,ß) haben als Funktion von « und ĝ 
abwechselnd Maxima und Minima. Da die Intensität der aufeinander- 
folgenden Wellen rasch abnimmt, so sieht man, daß die Ausdehnung der 
Gruppe in der Variablen « gegeben wird durch 


(26) 


wenn k; eine kleine ganze Zahl bezeichnet, die Ordnung des höchsten 
Beugungsmaximums, dessen Intensität noch beobachtbar ist. Ebenso ist 
die Ausdehnung bezüglich ß: 


En (27) 


Bezeichnet N die vektorielle Wellenzahl der ebenen monochromatischen 
Welle, die durch die Winkel «, 8 charakterisiert wird, so hat man: 


1 
N,=%; N=; 0=+. (28) 
Die maximalen Schwankungen von N, und N, in der Wellengruppe 
nach dem Durchgang durch den Schirm sind 


Re a e OPIS 
oN, =F =z N =F (29) 


Man hat also größenordnungsmäßig: 


a 


ON,2,:: MD. 


(30) 


Nun ist aber die Lage des Teilchens beim Durchgang mit einer Un- 
genauigkeit ôs — 2a und entsprechend ôy = 2b festgelegt. Wir haben 
also größenordnungsmäßig: 


a ON n= (31) 
Nach dem Prinzip der spektralen Zerlegung sind die Unbestimmt- 


heiten in den Komponenten p, und p, des Impulses mit ôN, und ôN, 
durch die Relationen 


öp,=höN,, ôp, =hòN, (32) 
verbunden, und (31) nimmt die Form der HrrseNBERGschen Relationen an: 


Ôp t S hi Ööp,-öymh. (33) 
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Wollen wir andererseits die z-Koordinate des Teilchens und seine 
Durchgangszeit ¢ durch den Schirm bestimmen, so müssen wir einen 
Verschluß der oben beschriebenen Art verwenden. 7 sei die Zeit, während 
der der Verschluß geöffnet war. Die Unbestimmtheit in £ ist offenbar 
gleich 7, die in z ist Ur, wenn U die Gruppengeschwindigkeit der 
Wellen bezeichnet, die, wie wir wissen, gleich der des Teilchens ist. 
Es ist also 


ôt=r; d2=Ur. (34) 

Aber wenn wir die Öffnung nur während der Zeit 7 öffnen, so lassen wir 
nur einen begrenzten Wellenzug durch, der aus monochromatischen Wellen 
besteht, die einen spektralen Bereich mindestens von der Ordnung = er- 


füllen. Das entsprechende Intervall für die Wellenlängen ist so groß, daß 


Ja s(a) 


ô (2) = —;, ô” von der Ordnung a wird, denn U = —-— nach Defini- 
tion. Man hat also 
1 1 1 
v2; SGT (35) 


Die Unsicherheit in der Bestimmung der Endenergie des Teilchens ist 
nach dem Prinzip der spektralen Zerlegung hôv, und die Unsicherheit 


im Endwert der Impulskomponente p, ist hôN, = h ô (2): wegen (28). 
Man hat also i 
ôW-ôt>h; ðp,ôz >h. (36) 


Das sind die beiden anderen HEIsENBERGschen Relationen. 


$5. Bemerkung zur Geschwindigkeitsmessung. Wir haben oben an 
einigen Beispielen gezeigt, daß die Meßmethoden, die wir benutzen können, 
sämtlich auf die Hrısengergsche Unbestimmtheitsrelation führen. Man 
könnte indessen daran denken, folgendermaßen zu argumentieren: Es ist 
möglich, zu einer Zeit t ein Experiment zu machen, aus dem hervorgeht, 
daß das Teilchen in der unmittelbaren Nähe eines Raumpunkts A ist, 
dann zu einer späteren Zeit t, ein anderes Experiment, nach dem das 
Teilchen in der unmittelbaren Nähe eines zweiten Punktes B ist. Ist die 
Zeit t — tı hinreichend lang, so hat man eine sehr gute Bestimmung 
der Geschwindigkeit aus: 


AB 
ee (37) 
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und die Messung des Impulses mv scheint hier ohne die HrısenBeResche 
Unbestimmtheit möglich zu sein. 

Aber wir müssen hierzu bemerken, daß wir jedesmal ein anderes Resultat 
finden, wenn wir dieselbe Geschwindigkeitsmessung unter den gleichen 
Bedingungen wiederholen. Der kleine Wellenzug nämlich, der zur Zeit t 
der ersten genauen Ortsbestimmung entspricht, wird sich bei der Fort- 
pflanzung ausbreiten und am Ende des langen Intervalls t, — t, ein großes 
Gebiet bedecken, wie wir streng aus den Rechnungen des nächsten Kapitels 
sehen werden. 

Im Augenblick der zweiten Messung gibt es nach dem Interferenz- 
prinzip ein großes Raumgebiet, wo man das Teilchen finden kann, und 
eine Reihe von identischen Messungen würde eine Reihe von verschiedenen 
Punkten B liefern. 

Außerdem ist es noch wesentlich, daß die Geschwindigkeit v in (37) 
nur der Bewegung zwischen dem Augenblick it, und dem Augenblick t, 
entspricht; man darf sie auf keinen Fall mit der Geschwindigkeit gleich- 
setzen, mit der sich das Teilchen nach dem zweiten Versuch bewegt, 
denn dieser zweite Versuch, der das Teilchen nahe dem Punkt B nach- 
weist, stört seine Bewegung vollständig. Die Geschwindigkeit v ist keines- 
wegs die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens nach der zweiten Be- 
obachtung; man kann sie folglich auch zu keiner Aussage darüber be- 
nutzen, was nach der Zeit t, geschehen wird. Mit Hilfe unserer beiden 
Messungen ist es uns also nicht gelungen, gleichzeitig Ort und Impuls 
des bewegten Teilchens festzustellen; die erste Beobachtung gestattet uns 
zwar, das Teilchen zur Zeit t, in A zu lokalisieren, aber sie sagt überhaupt 
nichts über den Impuls zu dieser Zeit aus. Die zweite Beobachtung lokali- 
siert das Teilchen zur Zeit t in B und definiert seine Geschwindigkeit v, 
mit der das Teilchen von A nach B gelaufen ist, aber der Impuls mv ist 
nicht der, den es nach der Beobachtung besitzt. Wenn man will, kann 
man sagen, daß das Teilchen zwischen 4 und B die Geschwindigkeit v 
hatte, aber das hilft einem keineswegs dazu, die Bewegung des Teilchens 
im Zeitintervall t — t, vorherzusagen, wie das die alte deterministische 
Mechanik behauptete, denn v hat erst dann einen bestimmten Wert, wenn 
die vorherzusagende Erscheinung bereits abgelaufen ist. 

Im nächsten Kapitel werden wir die Geschwindigkeitsmessung, von der 
wir eben gesprochen haben, rechnerisch untersuchen. 
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DREIZEHNTES KAPITEL. 


Ausbreitung der w-Wellen ohne Feld und im homogenen 
Feld. 


$1. Strenge Lösung der feldfreien Wellengleiehung. Wir wollen ver- 
suchen, die Ausbreitung eines Wellenzuges y ohne Anwesenheit eines 
Feldes streng zu untersuchen, dabei begnügen wir uns mit den unrelati- 
vistischen Gleichungen. Wir müssen also von der Gleichung: 

dy =t mêg (1) 
ausgehen. 

Die Gleichung hat dieselbe Form wie die klassische Gleichung der 
Wärmeleitung, aber mit einem imaginären Wärmeleitungskoeffizienten. 
Man kann zu ihrer Lösung eine Methode verwenden, die genau analog 
zu derjenigen ist, die man für die Wärmeleitungsgleichung benutzt. 

Gleichung (1) ist in der Zeit von erster Ordnung, folglich ist das Inte- 
gral, das man sucht, eindeutig bestimmt, wenn man den Wert der Funktion 
y(x,y,2,t) zu einer bestimmten Zeit kennt, die wir als Anfangspunkt 
der Zeitachse wählen. Die Aufgabe ist also folgende: Gegeben ist die 
Funktion y(x, y, z, 0); man soll y(x, y, z, t) finden. Wir setzen y(x, y, z, 0) 
= f(x,y,z). Die Lösungsmethode für dieses Problem besteht darin, eine 
„Iransformationsfunktion“ T(x, yYy,Z, £o, Yo, Zo; t) von zwei Reihen von 
Variablen x,y,z und £oYoZo und der Zeit t so zu bestimmen, daß: 


pæ 9, 2, 1 = [If (Eo Yo 20) T (£, Y, Z, Los Yos Zo, dzudyodz, (2) 


(KENNARD, HEISENBERG). — Dafür müssen zwei Bedingungen erfüllt sein: 
1. Die Funktion y(x, y, z, t) in (2) muß die Wellengleichung (1) befriedigen; 
das setzt voraus, daß die Funktion T, wenn man sie als Funktion von 
£, Y, Z, t auffaßt, selbst die Gleichung (1) erfüllt. 
2. Die Funktion y in (2) muß sich für t = 0 auf f(x, y, z) reduzieren. 

Wir versuchen zunächst eine Funktion 7 zu finden, die der Wellen- 
gleichung genügt. Bei der Untersuchung der klassischen Bewegung eines 
Teilchens im Feld Null hatten wir gesehen, daß die Funktion: 


S (x, Y, Z, É, Eos Yo 20) = — ” zn Ey 2)]|,,0) 
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die von den drei Anfangskoordinaten 2,%92, abhängt, ein vollständiges 
Integral der Jacopıschen Gleichung ist und folglich die Bewegung zu 
berechnen gestattet, die die Anfangskoordinaten x,492, im Augenblick 0 
in die Koordinaten x,y,z im Augenblick ti „transformiert“. Wir können 
also erwarten, daß diese Funktion S hier eine wichtige Rolle spielt. 

Aber da andererseits die Transformationsfunktion T der Wellen- 
gleichung genügen muß, haben wir 


4ni ƏT 
und mit dem Ansatz 
erig 
T= Re? , (5) 


in dem R und S vorläufig unbekannte reelle Funktionen sind, bekommt 
man, wenn man (5) in (4) einsetzt und Real- und Imaginärteil trennt: 


1 08\2 08\? a SN? 08 k AR 
tete ten 6) 
Rəs Rəs oRoS 1 oR 


Wir versuchen für $ die Funktion (3) zu nehmen; da sie der HAMILToN- 
Jacogıschen Gleichung 
1 ASN? 08 
(z=) = (8) 


2m 02) 8 
zyz 


genügt, folgt aus (6), daß AR verschwinden muß. Die einfachste An- 
nahme ist dann, daß R gar nicht von den Variablen xyz, sondern nur 
von der Zeit t abhängt. Mit dieser Annahme reduziert sich (7) auf 


——._ RAS, (9) 


Diese Gleichung läßt sich erfüllen, denn die Funktion (3), die wir für 
S gewählt haben, ist in den x, y, z quadratisch, so daß AS nur noch von 
t abhängt. Wir bilden AS: 


2 3 
48=--74 I @-o]|=-76=-7. (10) 
zyz 
R(t) ist also bestimmt durch: 


dR 3 
means (11) 
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Durch Integration findet man: 
22 
R=0t:., (12) 


Entsprechend (5), (3) und (12) bekommen wir also eine Funktion T, wenn 
wir setzen: 


3 2rim 
= 075, C 80)” +(y-Yo)?+ (2-20)? 
IREZ Y, 2, t; Tos Yos z) Ct 2 e h 2t O; 
O R 2 (2-20)? 
BEST (13) 


Also befriedigt die Funktion 
+0 6 -zim > (£ — To)? 
y (£, Y, Z, t) =fff ho 90: %) A an dx, dy, dzo (14) 


die Wellengleichung, aber wir müssen noch erreichen, daß sie für t= 0 
in f (x, y, z) übergeht. Um zu beweisen, daß das der Fall ist!), machen 
wir die Transformation 


l= 172 , Deere y fa = ye ` 
Das dreifache Integral (14) läßt sich dann schreiben: 


Lor, r ee Zo — zZ (15) 


SIS 


a: 


to [2 
je rity rn iiH) E 
z 
a C D (£o Yo 20) 


ze Den yarı dr,dr,. (16) 
Nun ist aber 
woo| , 
tn) — 0 yro =ë. (17) 


00 yt 


1) Die folgende Rechnung stammt von FOURIER. Der Grenzübergang, der von 
(18) auf (19) führt, ist nicht ganz streng, aber man kann die Überlegung vollständig 
streng durchführen. Vergleiche dazu: Ems Pıcarp, Leçons sur quelques types 
simples d’equations aux dérivées partielles. Paris, Gauthiers-Villars 1927. 2. Abschnitt. 
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Es bleibt 
vay2.)=0SSSt, t+ x ra Vi+Y, rs i+? 


24 Pa? +r?) 


dt dr,dr,. (18) 


Geht t gegen Null, so bekommt man als Grenzwert 


y(x, Y, 2, 0) 


T rim, Lern en 
ya i de]e Bi dr, je an are ale 


Diese Integrale lassen sich leicht berechnen: 


_ REM AEA r en h 
fe h are dz = oo (20) 


oo 


Das Produkt der drei Integrale in (19) ist also C , und wenn man für 
t mM, 
die willkürliche Konstante C den Wert 


im\® 
en Ea 
wählt, so hat man wirklich: 


y (z, Y, 2,0) = f (x, Y, 2). (22) 


Damit haben wir in der Funktion 
y(x, Y, z , t) 


r Som = 0)? O. 
wf E Yo: 0) © NET Ne "da,dydz, (23) 


diejenige Lösung der Gleichung (1) gefunden, die für £= 0 in f(x, y, z) 
übergeht. 

Das Problem der Ausbreitung eines Wellenzuges, der zu einem Teilchen 
gehört, ist damit streng gelöst. 


$ 2. Durchführung für einen Spezialfall (Darwın). Um die Rechnungen 
durchzuführen, machen wir eine spezielle Annahme über die anfängliche 
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“Form des Wellenzuges. Wir setzen voraus, daß 


_@®+y?+22. Ani 


I(&, y,2) I Eo 


re ee (24) 
Wir müssen diese spezielle Wahl begründen. Dazu nehmen wir an, 

daß der Wellenzug für kleine Werte vont die Form hat, mit der wir uns im 

Kapitel 4, § 3 beschäftigt haben: 

2ri be- erirtr2) 


ee ; (25) 
mit 4 = 2 Dann wird also zur Zeit t = 0 dieser Wellenzug in 


: j -2 Ti moss+moyy+ moze) 

yv(&,9,2,0)—=4A(x,y,2,0)e h (26) 
übergehen, und die Wahrscheinlichkeit, zu dieser Zeit das Teilchen am 
Punkt x, y, z zu finden, ist 4? (x, y, z, 0). Wir nehmen: nun die Zeit t = 0 
als Ausgangspunkt für die Rechnung, weil wir voraussetzen, daß zu dieser 
Zeit eine Beobachtung an dem Teilchen gemacht worden ist. Das Resultat 
dieser Beobachtung berechtigt uns zu der Aussage, daß die wahrschein- 
lichste Lage des Teilchens nach der Beobachtung ein gewisser Punkt P 
des Raumes ist, den wir der Einfachheit halber als Koordinatenursprung 
wählen. Aber dabei ist ein Fehler möglich, und nach dem Gaussschen 
Fehlergesetz kann man das Resultat der Beobachtung folgendermaßen 
ausdrücken: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Teilchen zur Zeit 0 

x? +y?+22 

am Punkte z,y,zist,iste ir , wo o eine Größe ist, die um so kleiner 
wird, je genauer das Experiment war. Sobald der Abstand des Punktes 
x%,y,z vom Ursprung ein kleines Vielfaches von ø wird, ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß die Anfangskoordinaten x,y,z waren, bereits 
sehr klein. Man kann also sagen, daß der Bereich, wo sich das Teilchen 
zu Anfang befinden kann, Abmessungen der Ordnung o hat. Nach dem 
Interferenzprinzip muß sein: 


x2+y?+2? ARFA 


Aa y2, 0) =é í ANEA e Oe an > (27) 


und man wird schließlich dazu geführt, die Form (24) für f(x,y,z) zu 
wählen. 
Die allgemeine Formel (23) wird hier: 


rim 2 
y (x,y,z, i) Lii or gen dx,. (28) 


syz — o 
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Das Zeichen JJ soll andeuten, daß der dahinter geschriebene Faktor mit 
zy2 
denen multipliziert werden muß, die man daraus durch Vertauschen von 


x und gy mit y und yọ sowie mit z und 2, erhält. Wir setzen 


aim à rim 
b = 


1 
ee en A (29) 


und dann läßt sich die Formel (28) einfacher schreiben: 


+o 
; 3 İM z 
p (£, YZ, t) = 5) WU e ht k f eantrtea Olies (30) 
2, Y, Z = 00 
Nun ist aber 
+o +0 +œ 
2t | -aei te)' = ba? 
OEFA = E 2 dy = | e-Adz =e" 1/2 (31) 
R ; ie 7 ra 
und folglich 
aim z Da n 
(zyz) = (72) Iler hi > (32) 
tyz 


3 


denn der Faktor / kommt dreimal vor. Wir berechnen (Z m) 
aht 


3 


rim\2 1 2? o 
a Ft 1 ht = To (33) 
tarimo Vz 


w 
9 | 


und ferner 
2 aim? nim 
b2 (r ) (x — v, t)? hr (x — Vg t)? 
wg, i en ht Rn > heo (84) 
WERN? Tina) — Zamo? 


Wir erweitern mit dem konjugiert komplexen Wert des Nenners und 
erhalten: 


ve iht ) 1 mim 
7 2 x mo? OE TA 
E ie CEE R 
4a 14 ( ht j z + ( ht ) 


2 xmo? 


(x — v.t)’, (35) 
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daraus schließlich 


1 (£—vat)? +(y—vyt)?+(z—vzt)2 


OEY a = Da 2 024 =o 


PLZ 


Zaim 


nim en were 


2 
ht 02+ ( ht ) 
27m 0, 


Wie gewöhnlich setzen wir y = a ee ? mit reellen a und p. Man findet 
leicht: 


Ba 


i (36) 


_ 1 (£—vat)?+(y—vyt)?+(z—0zt)? 


a (2, y,2,i) = yy" = mae lm) m 


92,0) 


m p [e—vs = =a ai [49421440 1 (88) 


2amo 


A(t) ist eine gewisse Funktion der Zeit, die wir nicht genau zu berechnen 
brauchen. 
Nehmen wir für den Augenblick an, daß die Abmessungen des Wellenzuges. 


sehr groß im Verhältnis zur Wellenlänge 4 = - sind. Dann ist o > — . 
Wir betrachten einen Wert t der Zeit, der nicht sehr groß im Verhältnis. 


zur reduzierten Periode <% sein soll. Man hat dann o? > ASE 
mv? m? v? m 


9 


kann also 


ma gegen o vernachlässigen, und der Ausdruck (36) für y 


reduziert sich auf 
— [(z—vazt)?+ (y —vyt)?+(z—vzt)?] 
y (x,y,z t) =e 2.09 


2rill 
nr m (Væ? + vy?+ 922) — miss meyu-mo:2| 
Be 


(89) 


Der Wellenzug hat also seine ursprüngliche Form beibehalten, nur ist. 
die Amplitude im ganzen in der Fortpflanzungsrichtung mit der Ge- 
schwindigkeit v,,®,,®, weitergewandert. Unter diesen Bedingungen sind 
die approximativen Resultate des Kapitels 4 gültig. Aber hier gelten sie- 
nur während einer begrenzten Zeit. Es kommt immer ein Augenblick, 
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wo der Faktor (z a 
Die Amplitude ist in der Umgebung des Punktes & — v,t, y — v,t, 2 — V,Í 
immernoch eine Gaussfunktion, in der aber o? durch 0° + E ersetzt 
werden muß. Der Wellenzug breitet`sich also allmählich aus. 

Man kann auf dasselbe Ergebnis kommen, wenn man die Bewegung 
der Wahrscheinlichkeit betrachtet. 

Die Geschwindigkeit der Wahrscheinlichkeitselemente ist — 1. grad g. 
Ihre Komponenten, die wir £, n, ¢ nennen wollen, um alle Verwechslung 


mit den gegebenen Konstanten v,, v,, v, zu vermeiden, sind also gemäß (38) 


TORE ENE 
x (u) 
va) 


) nicht mehr gegen g? vernachlässigt werden darf. 


109 
te se e) ET, 
tn, 
2amo 
ol 
109 y 2 amo : 
Fe a i (40) 
+ (yay) 
ht i 
TERI : er 
ee) 


Für genügend kleine Zeiten t bewegen sich die Wahrscheinlichkeits- 
elemente alle merklich mit der Geschwindigkeit v; die ganze Wahrschein- 
lichkeitswolke läuft mit dieser Geschwindigkeit in der Fortpflanzungs- 
richtung. Aber wenn t größer wird, so bekommen die Wahrscheinlichkeits- 
elemente eine radiale Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Fort- 
pflanzungsrichtung, die eine Vergrößerung des Wellenzuges bewirkt, zu- 
gleich nehmen die Wahrscheinlichkeitselemente an der Stirn des Zuges 
eine größere Geschwindigkeit in der Bewegungsrichtung an als die Elemente 
am Ende, wodurch der Zug allmählich verlängert wird. Das alles ent- 
nimmt man leicht aus (40), z. B. indem man die- Fortpflanzungsrichtung 
als z-Achse wählt und dementsprechend v, = v, = 0 setzt. Der Wellen- 
zug breitet sich also langsam nach allen Richtungen aus. 


$ 3. Messung der Geschwindigkeit durch zwei Ortsbestimmungen. Wir 
bleiben bei der Annahme (24) über die Form von f(x,y,2) und damit 
bei dem Ausdruck (36) für y. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine 
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Beobachtung zur Zeit t das Teilchen im Volumenelement dæ dy dz auf- 
weist, ist dann nach (37): 


Pie,y, 2,1) dxdydz= a? (x,y,2,1) dedydz 


(vg? + (y — vyt)? + (z—vzt)2 


sa RR 
= me a) dxdydz. (41) 

Ve+ (arme) 

Mit Hilfe dieser Formel werden wir die Frage diskutieren, die wir 
am Ende des letzten Kapitels angeschnitten haben: die Bestimmung der 
Geschwindigkeit eines Teilchens mit Hilfe zweier aufeinanderfolgender 
Ortsmessungen. 

Wir nehmen an, daß eine erste Beobachtung zur Zeit 0 das Teilchen 
mit einem Fehler von der Ordnung ø am Koordinatenanfangspunkt ge- 
funden hat. Eine zweite Beobachtung zur Zeit t schreibt ihm eine Lage 
%,y,2 zu. Man wird dann vernünftigerweise sagen, daß das Teilchen 
nach der ersten Beobachtung die Geschwindigkeit u mit den Komponenten 


x, Y, Z 
UE uU, = 7 U (42) 


und den Impuls mit den Komponenten 


mg my, mz 


Pao Da Sr (43) 


besaß. 
Diese Werte sind allerdings mit einer’Unbestimmtheit von der Größen- 


ordnung = behaftet, wegen der Ungewißheit, die über die genaue Anfangs- 


lage bestand, aber wenn wir ein sehr langes Zeitintervall i zwischen die 
beiden Beobachtungen legen, so kann diese Unsicherheit beliebig klein 
werden. Da der Wellenzug inzwischen Zeit hatte, sich um ein beträcht- 
liches Stück auszudehnen, so wird die zweite Beobachtung das Teilchen 
an irgendeinem Punkte eines ausgedehnten Raumgebiets finden, und 
man wird folglich, wenn man dasselbe Experiment unter gleichen Be- 
dingungen wiederholt, verschiedene Werte für s, y,z und folglich für 
Paus Py» Pz finden. Man kann also nicht sagen, daß p,, Py, Pz wohlbestimmte 
Werte haben, sondern es bestehen nur gewisse Wahrscheinlichkeiten für 
ihre Größe. 

Wir können mit Hilfe der drei Variablen P4, Py, Pz einen „Impuls- 
raum“ aufstellen. Jede Bestimmung von z, y,z legt dann dank der Be- 

de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik, 10 
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ziehungen (43) einen Punkt in diesem Raum fest, und zu dem Volumen- 
element dzdydz gehört nach einem bekannten Satz der Analysis ein 
Volumenelement im Impulsraum von der Größe: 


D (Pa Py P) _ m 
do = de dy de Pe Pt) TE de dydz. (44) 
Die Wahrscheinlichkeit P (ps, py, p,,t) dafür, daß die zweite Be- 
obachtung zur Zeit ¢ Werte der Impulskomponenten liefert, die inner- 
halb des Elements dw liegen, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 

in dedydz zu finden. Daraus: 
P (p. Py Pot) do = a? (x,y,2,t)dx dydz, (45) 


also: 
t2 
P (Po Py Pat) = zz X (2,9Y,2,t). (46) 


Weil wir ¢ als sehr groß vorausgesetzt haben, können wir uns darauf be- 
schränken, 
4 2m? a? 
2 damo) -pr air +y- oyt? Her) 
a Eyen = r: ) 


(47) 


zu schreiben und folglich unter Berücksichtigung von (43): 
ET 
ma X E, 492,1) = P (Pa Py P) 


4720? 5 3 2 
Co RA [(Pe— Mva) +(Py— m vy)? + (pzm vz)°] 


h 


(48) 


Die wahrscheinlichsten Werte für Pz, Py, Pa sind also mv,, mv,, mv,; 
bezeichnet man mit Pz, Ô Py, Ôp, die Abweichung zwischen den wirk- 
lichen und den wahrscheinlichsten Werten und mit ö2,, 6%, 62, die Un- 
genauigkeit in den Anfangskoordinaten, die gleich o war, so hat man 


2 mos —An? ei En Ivo SPa)? Ò Zo ô Pz)? £ 
P(6p,,9,,89)= (ZE) e [eare (rom), (edv) 


Aus Formel (49) folgt unmittelbar, daß das Produkt der Unbestimmt- 
heit in einer der Koordinaten mit der Unbestimmtheit im zugehörigen 
Impuls nach der ersten Beobachtung größenordnungsmäßig gleich % ge- 


setzt werden kann. Wir kommen so wieder auf den HEISENBERGSschen 
Gedanken. 


(49) 
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$ 4. Strenge Lösung für einen Wellenzug im konstanten homogenen 
Feld. Die Ausbreitung eines Wellenzuges im konstanten homogenen Feld 
wird durch die Potentialfunktion 


F (x,y,z) = — k, — k y — k,z (50) 


bestimmt. 
Wir werden auch für diesen Fall eine Transformationsfunktion suchen. 
Die Wellengleichung ist hier 


a. 


Az 


(k,et k y+ k,g) y= t 


m oy 
et 
und die Funktion y(x, y,z,t) ist eindeutig bestimmt, wenn man ihren 


Anfangswert y(z,y,2,0) = f(x, y,2) vorgibt. Die Transformationsfunk- 
tion T (y, ®,2,t, £o, Yos 20) muß so gewählt werden, daß: 


+o 
W A = SITS 12o; Yos 20) T (Œ, Y2, t, Zos Yos 20) de dund (52) 


Daher muß die Funktion T in ihrer Abhängigkeit von æ, y, z der Gleichung 


AT+ e keu eoe (53) 
genügen. Setzen wir wie früher: 
= —— 8 (8, Y, 2,8, tos Yo» Zo) 
Deu Ye) Rli)e (54) 


und setzen dies in (53) ein, so wird + 


tee t+aetmetnai 69 


m— =z>R4AS. í (56) 
Man kann also für S wieder die Wirkungsfunktion der alten Mechanik 
wählen. Wir hatten gesehen (Kapitel II, § 6), daß die Funktion 
S (£, Y, 2, t, £o, Yo» Zo) 
1 2 
e NE PH E A 
Tyr 


zyz zyz 
eine Lösung von (55) ist. Man findet dann wie im ersten Paragraphen: 


18=-— (58) 
10* 
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und um Gleichung (56) zu befriedigen, muß man wie vorher: 
R=0r? (59) 

setzen. Es fehlt noch der Nachweis, daß die Funktion 


c 
y(@,9,2,1) =f Í (£o; Yo» 20) B 


2i 
eier 2% D (z-z)? A kz rat zë] 


T ZZ ZZ dx,dyydz, (60) 


für t= 0 in f(x, y, z) übergeht. Dafür a wir wieder die Variablen 
(15) und die Formel (17). Damit wird der Ausdruck 


+o ru e 
yey zi =0SSJ etr Vt ytra Vt z4r yt 


zai re n2-- kz(22+V tri) + kz? 
ʻe sn = = um a (61) 


Läßt man t gegen Null gehen, so bekommt man in der Grenze 


+0 +œ +o 


Eun a a er Rn 
y(z,y,2,0) = NL 4 RE $ le 2.) dr..(62) 


3 


Wir haben gesehen, daß man die Konstante C gleich Es, machen 
muß, um zu erreichen, daß y(x,y,2,0)= f(x, y,z) wird. In der Funktion 


y (z, 92,8) Sa Í (o> Yo» Z0) 
2J- PA nd kx ( (arzt Zu ka? | 
-e "ar ddao dYa, (63) 


haben wir also die Lösung der Wellengleichung gefunden, die für t= 0 
den Wert f(x,y,z) annimmt. Das ist mithin die gesuchte Lösung. 


§ 5. Spezialfall. f(x, y,2) soll wieder die Form haben: 


g+ y? +22 2rim 
ne a = Ctto y+ 2) 


jey =e °” e | (64) 
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worin vg, vs, vp die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens ist. Es kommt: 


pE Y2 t) 


v 2nim 


3 2ril m t $ 
im\z re va? ro | 2, 0-0 E kalata) ker | 
= 202 h h 2t 2 24 
| 1 e le) 


und mit den 
AA mim, _ 2mim 0 ze, 
a=; + R E b, = ht (z— vot- 5 t) (66) 


wird aus (65): 


rim o Tikzt ait? kg? 


RE — x CH 
en ER ya ie Kan ke 
tyz 


Y -œ 


und die oben ausgeführten Rechnungen liefern hier: 
dx? rim aikyt mit? ka? 


> N Sg ya T+ 
y (£, y, z, t) L Er: ES ht h 12mh | (68) 
xyz 


Man findet wieder für 6 = den Wert (33), und an Stelle der Formel (35) 


bekommt man: 


a aim e 
LET, ET E 
ee r(e- ot- 2°). (69) 
+) 
Man erhält also für y: 
y (£, Y, Zt) 


1 kz ,.\? 2 ( i agre] 
EP L] o t— Vx t t 
1 (z Vax t z 2) nn | > 2m 


u ht \2 ht p ht \2 
a | 6 | zy2 o?+ A] 02 E) 


ni kytt 
zim y (a24 ers- tarea 


eo au ; (70) 
Nach dem Interferenzprinzip ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur 
Zeit t am Punkte xyz zu finden: 
a? (£, Y, 2, t) 


1k Ley Az k 
(z- vet Er) + (v4) +[2- © 1-5: a)! 


5 F rl (71) 
TE 
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Solange man ( ny I gegen o? vernachlässigen darf (das wäre immer der 


2rmo 
Fall, wenn h unendlich klein wäre), gilt: 


Aa 2 
(z- ee) +- -091-5 e) +(e-08:- že) 


0? 


(2,9y,2,0)=e (72) 
und der Wellenzug hat Kae zur Zeit ¢ die es Form in der Umgebung 
des Punktes x = v} en y =v t — sni zu Čt, die 


er zur Zeit 0 in der Uasi des Punktes z = y = z = 0 hatte. Der ganze 
Wellenzug verschiebt sich als Ganzes und hat dieselbe Bewegung wie in 
der klassischen Theorie. Aber sobald der Ausdruck (5 en J nicht mehr 
vernachlässigt werden darf, wachsen die Abmessungen des Wellenzuges 
wie o’ = J- JÈ ); er breitet sich allmählich aus. 

Wir können dasselbe Ergebnis wieder mit Hilfe der Geschwindigkeit 
der Wahrscheinlichkeitselemente ableiten. Es seien wieder &,n,{& die 


Komponenten der Geschwindigkeit. Der Ausdruck (70) zeigt, daß die 
Phase y durch: 


1 kr 


2 
v2t— —_ —t? 


Pe), az T E 1am)| (73) 


2 
syz ott (ar) syz 


gegeben wird, unter Fortlassung eines Zusatzgliedes der Form A (t), das 
in die Berechnung von &,n,{£, nicht eingeht. Aus(73) berechnet man: 


ar De 
ee ko PR A a 
= le E G= 3 
ls 
ht \® 
re MID ky y 0: Ay e) 
Sig a R )- u 
+) 
ht NS 
ML 2 kz z Me‘ (1) 
et Int) 


2amo 


Diese Ausdrücke zeigen, daß die Wahrscheinlichkeitselemente sich ge- 
meinsam mit der Geschwindigkeit verschieben, die die Teilchen nach der 
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klassischen Theorie haben sollten, falls ea gegen o?zu vernachlässigen 


ist. Beginnt aber das Glied mit l 


í J sich fühlbar zu machen, so ändert 


sich die Situation: außer den klassisch zu erwartenden Geschwindigkeiten 
treten noch Radialgeschwindigkeiten vom Punkte 


vlt nn y =v H3 t; zeit 


aus auf. Der Wellenzug sucht sich also in allen Richtungen auszubreiten. 

Angenommen, man macht, um die Geschwindigkeit des Teilchens zu 
bestimmen, nach der ersten Beobachtung zur Zeit t = 0 eine zweite zur 
Zeit t, die das Teilchen am Punkt v, y,z nachweist. Dann kann man die 
Anfangsgeschwindigkeiten gleich 


setzen. 

Man kann den Fehler, der von der Ungewißheit ø in der anfänglichen 
Lage herrührt, beliebig klein machen, indem man für ¢ ein hinreichend 
großes Zeitintervall wählt. Auf demselben Wege wie im vorigen Para- 
graphen findet man dann die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine zweite 
Beobachtung die Werte p2,7%,p° für die Anfangswerte der Impuls- 
komponenten liefert: 


= 3 2 2 012 
2) -Z 11p2 z mos) +(py—mvy)?+ (ps —mvz)?] 


P (Pz, Py» 2) e ( « (76) 
Die wahrscheinlichsten Werte für p9, p}, p? sind also mv,,mv,, mv;. 
Bezeichnen wir mit ôp0,ôp?,ôp? die Abweichungen zwischen den wirk- 
lichen und den wahrscheinlichsten Werten, und seien du = ô Yo = Ô Zo = 0 
die Unbestimmtheiten in den Anfangskoordinaten, so kommt 


Ô Pz ô Lo Spl òY 2 ô p? òzo 2 
Diana 42 i BI 
P (ôpt, òps, òp!) = ( 7) e (( h ) ( h ) ( h 1. ((77) 
Auf diese Weise findet man von neuem die HEiIsEnBeEr6schen Relationen 
zwischen der Unbestimmtheit in den Koordinaten und der Unbestimmtheit 
in den zugehörigen Momenten im Augenblick nach der ersten Beobachtung. 
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VIERZEHNTES KAPITEL. 


Wellenmechanik von Punktsystemen. 


$ 1. Grundzüge der klassischen Systemmechanik. Bisher haben wir uns 
ausschließlich mit der Bewegung eines einzelnen Teilchens in einem ge- 
gebenen Feld beschäftigt. Aber es kommt häufig vor, daß man es mit 
einer Anzahl von Teilchen zu tun hat, die aufeinander Kräfte ausüben. 
Man kann dann das Feld nicht mehr als gegeben ansehen, denn wenn 
man eins von den Teilchen ins Auge faßt, so ist es den Feldern unterworfen, 
die von den andern Teilchen herrühren, und diese andern Teilchen führen 
eine Bewegung aus, die wieder von der Lage des betrachteten Teilchens 
selbst abhängt. Man muß also die Bewegung aller Teilchen gleichzeitig 
bestimmen; die Lösung dieses Problems, das im Prinzip ziemlich kom- 
pliziert ist, heißt in den klassischen Lehrbüchern die Mechanik der Systeme. 
Wir wollen die Grundzüge der Systemmechanik hier noch einmal zu- 
sammenstellen, dabei aber auf die Newronsche Mechanik Bezug nehmen. 

In der klassischen Mechanik geht man sehr einfach von der Mechanik 
des einzelnen Massenpunktes zu der Mechanik von Systemen über. Man 
benutzt dazu das Prinzip von der Gleichheit zwischen Wirkung und Gegen- 
wirkung, nach dem die Kraft, die ein Teilchen a auf ein anderes b ausübt, 
entgegengesetzt gleich der Kraft von b auf a ist. 

Man habe ein System von N Teilchen, die wir von 1 bis N nume- 
rieren und in’rechtwinkligen Koordinaten festlegen wollen, so daß £i, Yi, Zi 
die Koordinaten des :-ten Teilchens sind. Die LAgRAngE-Funktion für das 
i-te Teilchen ist dann 


LEi 9,2, Cin 4200) = Ir Bo 20). (D 


wenn T, die kinetische Energie Sm; (2,2 + 9% + 23?) des i-ten Teilchens 
und F, (x . . . Zy, t) die potentielle Energie des :-ten Teilchensist. Sie hängt 
von der Lage aller Teilchen des Systems und von dem äußeren Feld ab, 
dem das ganze System unterworfen sein kann. Wir schreiben sie in der 
Form: 


Mr 


Fan) F,+V, A) (2) 


j=i 


Il 


F,, ist derjenige Teil der potentiellen Energie des t-ten Teilchens, der von 
der Wirkung des j-ten Teilchens herrührt. Nach Definition soll F,,; Null 
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sein. V,(z;, Yi, Zi, t) schließlich stellt die By EunS eines äußeren Feldes 
dar, das auf das t-te Teilchen wirkt. 

Das Prinzip der Gleichheit zwischen Wirkung und Gegenwirkung wird 
durch die Formel!) zum Ausdruck gebracht: 


ij ji 


Mit andern Worten ist das Schema der F,, ein symmetrisches Schema 
mit verschwindenden Diagonalgliedern. 

Für jedes Teilchen können. wir die Lagrangzschen Gleichungen an- 
setzen: 


Akabıı du, dach ‚ou dab ch 
dt B e. 08,” dt 5” dyı’ dt | = PER j (4) 
Insgesamt gibt es also für das System 3 N Gleichungen von diesem 
Typus. 
Die klassische Dynamik der Systeme zieht diese 3 N Gleichungen 
dadurch zusammen, daß sie eine LaGRAnGE-Funktion L durch: 


Le are) AL oı 3 RB, DV =-T-F 0 
i ij i 


einführt, mit den Abkürzungen T = 2 T, nd F= 22r i t È V.. 


L ist die LaGrAnGE-Funktion für das he: System, die ls: wish gleich 
der Summe der einzelnen LacRAngkr-Funktionen ist, denn sie enthält 
jedes Wechselwirkungsglied nur einmal. Ebenso heißt F die potentielle 
Energie des ganzen Systems. Sie ist nicht die Summe der potentiellen 
Energien der einzelnen Teilchen. Mit Hilfe der Funktion L schreiben sich 
die 3 N Gleichungen von LAGRANGE 


a Sg Ba I a r4 oL 6) 
dt 227 22 DE dt ôy = ôy’? dt 02/ DB 


Da wir auf diese Weise LAGRAnGE-Gleichungen mit einer einzigen 
Funktion L haben, die alle Koordinaten der Teilchen enthält, so wird es 
möglich sein, ein Hamıtronsches Prinzip für das ganze System zu finden. 
Dafür betrachten wir den Raum von 3N + 1 Dimensionen aus den 


1) F,, und F;; hängen nämlich nur von 7,,= Y(u— x)? (y-y;)°+ (zi 23)” 
dem Abstand des i-ten vom j-ten Teilchen, ab; die Annahme (3) besagt dann, daß 
Ze ar =— ut , und das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
0% 0%; 0%, 
wirkung ist damit befriedigt. 
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3 N Koordinaten und der Zeit. Die Bewegung des ganzen Systems wird 
in diesem Raum durch eine Kurve beschrieben; jeder Punkt dieser Kurve 
entspricht einer Lage aller Teilchen des Systems zu einer gegebenen Zeit. 
Die Kurve, die einer Bewegung durch zwei Punkte mit den Koordinaten 
P und Q und den Zeiten t) und £, entspricht, wird durch das folgende 
Hamıtrossche Prinzip bestimmt: das Integral 


1 


tı [71 
Jra = [IST 5 SF, XVE Yoz t)]di (7) 


längs der Kurve ist stationär gegenüber allen Variationen der Kurve, 
bei denen die Endpunkte fest bleiben. Das Prinzip ist richtig, denn es 
führt nach dem klassischen Verfahren der Variationsrechnung auf die 
3 N Gleichungen (6) von LaGRAngE. Aber außerdem hat dieses Ha- 
mırronsche Prinzip eine invariante Bedeutung, unabhängig von der Wahl 
der Variablen, mit denen man das System beschreibt; gelingt es also, 
die 3 N Koordinaten &,,y,,2, mit Hilfe von n neuen Variablen in 
- der Form 


sehn. Hear: 4: = Y;(Qı +-49,) (8) 


auszudrücken, so kann auch die Funktion L mit Hilfe der 2» + 1-Variablen 
q1 --- In Ñi ---Q,t ausgedrückt werden. Dann muß wieder gelten: 


tı 
ô J D(a -do i 1e qh A dt =0, (9) 


wobei die Grenzen i, und it, nicht mitvariiert werden. Im allgemeinen 
ist n=3N, aber wenn es „Bindungen“ gibt, d.h. wenn gewisse Be- 
ziehungen zwischen den Koordinaten der N Teilchen ständig erfüllt bleibent), 
so kann n kleiner als 3 N werden. Die Zahl n der unabhängigen Variablen, 
die man braucht, um das System eindeutig festzulegen, heißt die Zahl 
der Freiheitsgrade. 

Wie in der Mechanik des einzelnen Massenpunkts, definiert man die zu 
den Variablen q; konjugierten Impulse p, durch die Gleichungen 


oL 


h er. we a 


1) Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, daß diese Nebenbediogund en 
von der Zeit unabhängig sind. 
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Dann kann man die LaarAnge-Gleichungen in der Form 


dp; oL ° 
ag @=1,2,.,n (1) 


schreiben. Ferner wird man unter Energie die Größe 


W=3pr,q,; —-L (12) 
® 
verstehen, und weil auf Grund von (10) und (11) 
dW _ dp dg! aL , duaa b T oL 
er ur 2, Pılar IN a 
i Re 


st, schließt man, daß die Energie W konstant bleibt, wenn das äußere 
Feld die, Zeit nicht enthält (H= | JE 


Die Definition (12) erlaubt außerdem das Hamttronsche Integral in 
der Form eines Kurvenintegrals in dem n + 1-dimensionalen Raum aus 
den n Koordinaten q; und der Zeit zu schreiben, denn: 


h Q 
J Lat= [(Sp,dg,— Wdi). (14) 
to pP 


Pund Q sind die Endpunkte der Kurve, die im Raum der q;, t die Be- 
wegung darstellt. 
In dem Fall, wo das Feld nicht von der Zeit abhängt und die Energie 
oglich konstant bleibt, führt das Hammvronsche Prinzip auf das Mav- 
PerRTuIssche Prinzip der kleinsten Wirkuhg. Wir betrachten einen „Kon- 
figurationsraum‘‘ der n Variablen q; (und nicht mehr der Zeit); dieser 
n-dimensionale Raum wird im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Die 
Gesamtheit der Lagen sämtlicher Teilchen des Systems zu einer gegebenen 
Zeit wird durch einen ,Bildpunkt“ in diesem Raum gegeben, und die 
Bewegung der Teilchen wird durch eine Kurve beschrieben, die die Bahn 
des Bildpunktes im Konfigurationsraum ist. Das Prinzip der kleinsten 
Wirkung sagt dann aus: Die Bahnkurve des Bildpunkts zwischen zwei 
Punkten A und B des Konfigurationsraums ist die, die das Kurven- 


B 
integral f J p;dq; längs dieser Bahn stationär macht gegenüber jeder 
Ai 


Variation der Integrationskurve, die sowohl die Grenzen A und B als 
den Wert der Energie W ungeändert läßt. Der Beweis, der vom HAMILTON- 
schen Prinzip ausgeht, ist genau derselbe wie der im Kapitel 1, $4, aus- 
genommen, daß man hier n Variable gq; und dort nur drei hat. 
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Ebenso beweist man, wie im Kapitel 1, §5 und 6, indem man nur 


5 durch 5 ersetzt, die Hamıtrtosschen Gleichungen: 
1 1i 
a o GES) 


und darauf den Satz über die Berührungstransformation, den man hier 
in folgender Form aussprechen kann: „Jede Variablentransformation 


ehrt: Pi™= Pi (Qu Pyt)» die der Bedingung 
n n z 
P E Pa — [45S (£; 9:9], (16) 


genügt, läßt die kanonische Form der Hamıtronschen Gleichung un- 
geändert, falls man die ursprüngliche Funktion H durch die Funktion 


K=H-— 2 ersetzt, die man als Funktion der neuen Variablen aus- 


drückt.“ 

Mit Hilfe des letzten Satzes entwickelt man wie für ein einzelnes Teilchen 
` die Theorie der Hamıtron-JAacogischen Gleichung (siehe Kap. 2) und kommt 
zum JacogIschen Satz: „Findet man ein vollständiges Integral (d. h. ein 
‚Integral, das noch von n Konstanten abhängt) der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung 


08 88 
H(g, = Ig t) = E (17) 
so gilt 
II lea 
pP; =— Goat, J a: N (18) 


wo die f; n neue Konstante sind, und die Gleichungen (18) legen die 2 n 
Größen q;, p; als Funktionen der Zeit und der 2 n Konstanten «,, ß, fest 
und geben damit die vollständige Bewegung des betrachteten Systems 
von n Freiheitsgraden.‘ 


82. Übergang von der klassischen zur neuen Systemmechanik. Der 
Übergang von der Wellenmechanik eines einzelnen Teilchens zur Wellen- 
mechanik von Systemen darf nicht genau so wie in der alten Mechanik 
vorgenommen werden. Man hätte nämlich, um in derselben Weise vorzu- 
gehen, die Bewegung jedes Teilchens und seiner zugehörigen Welle unter 
der Wirkung der Felder, die von den anderen Teilchen herrühren und 
des äußeren Feldes zu betrachten. Dann müßte man das Prinzip von Wir- 
kung und Gegenwirkung einführen und müßte versuchen, gleichzeitig das 


$2. Übergang von der klassischen zur neuen Systemmechanik. 157 


Problem der Ausbreitung von N Wellen zu lösen, die zu den N Teilchen 
des Systems gehören. Es scheint kaum möglich, so vorzugehen, und der 
Hauptgrund, der dagegen spricht, ist die Schwierigkeit, jedes Teilchen 
an einem Punkte der zugehörigen Welle zu lokalisieren; man kann das 
Feld, dem ein Teilchen unterworfen ist, nicht als Funktion der Lage der 
andern Teilchen ausdrücken, denn diese Lage ist nicht bestimmt. 

Um die Wellenmechanik von Systemen aufzustellen, hat SCHRÖDINGER 
einen ganz andern Weg eingeschlagen, der trotz einiger prinzipieller 
Schwierigkeiten sehr gute Resultate geliefert hat, und mit dem wir uns 
augenblicklich begnügen müssen. Aber dieser Versuch ist ihm nur für 
die unrelativistischen Gleichungen gelungen, die relativistische Wellen- 
mechanik für Systeme steht noch aus. 

SCHRÖDINGER betrachtet a priori den Konfigurationsraum der n Va- 
riablen 9,...q,, die das betrachtete System von n Freiheitsgraden fest- 
legen. 

Er ordnet der Bewegung des Systems von N Teilchen nicht ebenso viele 
Wellen zu, die sich im gewöhnlichen Raum ausbreiten sondern eine 
einzige Welle im Konfigurationsraum. Für diese Welle sucht er eine 
Differentialgleichung aufzustellen, die in der Näherung der geometrischen 
Optik wieder auf die klassische Mechanik führt. 

Nach dem Gedanken von SCHRÖDINGER müssen wir also eine Diffe- 
rentialgleichung in den Variablen q,...g,„,t suchen, so daß, wenn wir 
ihre Lösung wieder in der Form 


2ai 
RL a E e (19) 
schreiben, die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 1. Wenn die Näherung 
der geometrischen Optik erlaubt ist, und insbesondere, wenn A unendlich 
klein wird, fällt die Funktion ọ¢ mit der Wirkungsfunktion der klassischen 
Mechanik zusammen. 2. Wenn das System aus einem einzigen Teilchen 
besteht, so müssen wir wieder auf die Wellengleichung für das einzelne 
Teilchen zurückkommen. 3. Wenn das System aus N Teilchen besteht, 
die nicht aufeinander wirken, muß die Wellengleichung in N Gleichungen 

zerfallen, die vom Typus der Gleichung des einzelnen Teilchens sind. 
Aber bevor wir Wellen im Konfigurationsraum behandeln, müssen 
wir seine Definition dadurch vervollständigen, daß wir ihm eine Metrik 
im Rremansschen Sinne zuschreiben. Wir müssen also annehmen, daß das 
Quadrat des Linienelements bei einer Variation dq, der Koordinaten q, in 
jedem Punkt durch eine bestimmte quadratische Form ds’ = 2 9; 09; dqy 


158 XIV. Wellenmechanik von Punktsystemen, 


ausgedrückt wird. Wir werden sofort sehen, wie man diese g,, wählen muß. 
Aber vorher müssen wir noch einige mathematische Formeln zusammen- 
stellen, die wir dann brauchen. 

$ 3. Mathematische Hilfssätze. Wir betrachten einen Raum von n Di- 
mensionen und setzen zunächst voraus, daß wir die Punkte dieses Raumes 
mit Hilfe von Koordinaten x, beschrieben haben, bei denen sich die Flächen 
x; = const überall unter rechten Winkeln schneiden, d.h.mit Hilfe 
eines orthogonalen Koordinatensystems. In der Umgebung jedes Punktes 
geht dann alles so vor sich, als ob wir kartesische geradlinige Koordinaten 
hätten, und das Quadrat des Linienelements hat die Form 


de = Jde}. . (20) 


Das Volumenelement wird: 
dı=da,da,...dx,. (21) 


Durch eine Transformation g; = f; (£1, £o... 2) definieren wir jetzt 
n beliebige krummlinige Koordinaten. Umgekehrt können auch die z, 
als Funktionen der g, betrachtet werden, und damit läßt sich der Aus- 
druck für dx? schreiben: 


dx, 2 0%; 0%; 


-~ a ‚dg;- (22) 


Mithin bekommt man für ds? die Form 


5 
de =: ud d dg; = Dlr = dq, dq; 


= Soydqdg, (23) ` 
mit: 
m= D iaoa oa 
dabei ist offenbar j 
Dey er (25) 
Mit ; das ist die Funk- 
E o È der x, nach En 9x. Nach der Multi- 


plikationsregel für Determinanten hat man: 


l |D ia —|9;.|- (26) 


GESA 
ô qi 
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Bezeichnet man also mit g die Determinante der g,,, so ist 


ei (27) 


Der klassische Satz der Analysis über Variablentransformation gibt dann 
dr=dz, ...dz,= Jgd ....dd.. (28) 


Das ist der Ausdruck für das Volumenelement als Funktion der q, und 
der geg: 
Yır Sei die Unterdeterminante von g zum Element g,,. Setzen wir 


ik 


ih — ik 
g= 29) 
(g=? = g‘®), so ist nach allgemeinen Regeln über Determinanten 
rt, r= 
atA ber 30 
P Io für i +1. ci 


Formel (30) enthält n? lineare Gleichungen, die die n? Größen g‘* als 
Funktionen der g,, vollständig festlegen. Wir wollen zeigen, daß die 
Lösung von (30): 


dm OQ 

Bu. NT LAR CA 
I 

ist. Dazu machen wir Gebrauch von (24): 


; 99 Ide Ny im Om 8 m OL Ok 
ik y 7 on = DEN U | 
Sy Ir P 0%, 0%; ôdk ôq D 0%; dq îy E (32) 
k k j m im k 


ee ; 
™ ; sie ist also 0, wenn m +7 


Die letzte Summe auf der rechten Seite ist = 
I 


und 1, wenn m=j. Es bleibt also 


> 02; 3 1: für! 
RE Pa = arg 0 fürd+l (38) 
3 a Q Zu ür ?=#l. 


Die Gleichungen (30) werden also wirklich durch (31) erfüllt. 
Schließlich wollen wir noch den allgemeinen Ausdruck für den LAPLACE- 
schen Operator in beliebigen Koordinaten suchen, der in orthogonalen 


n 2 5 
Koordinaten v, durch den Ausdruck St definiert wird. Wir gehen 


i=1 
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von folgender Tatsache aus: Ist f(x}... ©,) eine beschränkte eindeutige 
und stetige Funktion der x, im ganzen betrachteten Raum von n Di- 
mensionen, die im Unendlichen verschwindet, so ist die Gleichung 
n 
a 
Pe I 


i=1 


damit gleichbedeutend, daß das Integral fe [N ze = dt über den 


n i=1 
ganzen Raum gegenüber jeder Variation von f stationär ist, solange die 


Variation die Stetigkeit und Eindeutigkeit der Funktion nicht zerstört. 
Variiert man nämlich f an jedem Punkt des n-dimensionalen Raumes 
um öf, so erfährt das betrachtete Integral die Variation 


Sf fg) 


-jjo Shore (85) 


und damit diese Variation für beliebige öf verschwindet, ist notwendig 
und hinreichend, daß Gleichung (34) gilt. 


Aber wir können das Integral f- a ya: a dt auch mit Hilfe 


i=1 
der Koordinaten q, ausdrücken, wenn wir in der Funktion f die ent- 


sprechende Transformation vornehmen, die die x, durch die g, ersetzt. 
Wir haben 


of om, (af ðf of qrq 
© SÈ am 02; ’ o PON Dq Ox, 02,’ (36) 
und wegen (31): 


n 


09, 3r) Of Of af of 
>> PH A ne n (37) 


Wir schließen aus ee 


A = gr = Vg dq, ...dgq, 


=f- at =. (5) Vg da, ....dq, 


--[. po a Vo ga) t201 +- dan: (38) 
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Wir vergleichen die letzte Formel mit Formel (35), die einen andern 
Ausdruck für dieselbe Größe darstellt und erinnern uns daran, daß 


=- de=da,...de,— Ygdq, ...dq, (39) 
ar. . Wir sehen, daß notwendig 


a o) 


gelten muß. 

Das ist der allgemeine Ausdruck für den LarrAaczschen Operator im 
n-dimensionalen Raum in beliebigen Koordinaten g,. Für n = 3 bekommt 
man selbstverständlich den bekannten Ausdruck für den Lartaczschen 
Operator in krummlinigen Koordinaten. 


$4. Die Wellengleichung im Konfigurationsraum. Um eine Wellen- 
bewegung im Konfigurationsraum behandeln zu können, muß man ihm 
zunächst eine Metrik zuschreiben. Dafür gehen wir von dem Ausdruck 
für die kinetische Energie dieses Systems aus. Da die ganze Wellenmechanik 
von. SCHRÖDINGER unrelativistisch ist, legen wir den Ausdruck 


N 
ee ae (r? Hy? tz’) (41) 


zu Grunde, in der z; , Y; , 2, die kartesischen Koordinaten des :-ten Teilchens, 
m; seine Masse, N die Zahl der Teilchen und die Striche die Ableitungen 
nach der Zeit bezeichnen. Hat das System n Freiheitsgrade, so lassen sich 
die 3 N Koordinaten mit Hilfe von n Variablen q4 . . . q, ausdrücken. Die 
Geschwindigkeiten sind in den q; linear, und T ad eine homogene 
quadratische Funktion der g;: 


Tr mn dk: (42) 


Die u,, hängen im allgemeinen noch von den q, ab, und es ist u; p= Uri. 

Die LacrAanee-Funktion L = T — F enthält die q; nur in T. 
Man hat dann 

oL oT 5 

Er 2 Hin @=1,2,...n). (43) 

(43) bildet ein System von n linearen Gleichungen für die p, als Funk- 

tionen der g;; sie lassen sich im allgemeinen nach den q; auflösen. Wir 
de Broglie Einführung in die Wellenmechanik. 11 
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bezeichnen mit »,, die Adjungierte zum Glied 4, in der Deter- 
minante | u;„| =u und setzen: 


ik — 2i, 44 
BEE (44) 


Damit bekommen wir 


UE E P a E (45) 


Man findet hieraus leicht die Form der klassischen HAMILTON-JACOBI- 
Gleichung. Die Energie wird nämlich, wenn man sie als Funktion der g,, 
der p, und der Zeit ausdrückt: 


H (q Pp Ò= 4 Zn U” Py Dr pıt F(q; t)» (46) 


wenn F(g,,t) die potentielle Energie des Systems ist. Nach der Deter- 
minantentheorie ist aber: 


N IL, a V =) 
ao, fript (£7) 
Also: 
H(q ppt) =} PeO F (q; t). (48) 


Damit läßt sich die Gleichung (17) von HamILton-JacoBI schreiben: 


1 08 88 
u Man +F) =Ë. (49) 
%9 


Um die Metrik im Konfigurationsraum zu bestimmen, lassen wir die 
Mir, WF, u die Rolle übernehmen, die die Größen g; ,, 9°* und g im letzten 
Paragraphen hatten. Mit andern Worten wählen wir als Ausdruck für 
das Linienelement im Konfigurationsraum: 


ds’ = 24.49: dgr- (50) 
t 
Entsprechend wird das Volumenelement in diesem Raum 


dı = Vu dq, dq, 20 dlns (51) 


und der verallgemeinerte LartAczsche Operator: 


TA (Vre zg) er 
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Für den Fall eines einzelnen Teilchens mit der Masse m waren wir 
dazu gekommen, als unrelativistische Differentialgleichung für die redu- 
zierte Wellenfunktion die Gleichung 


5 ; 


zu wählen. 
SCHRÖDINGER hat diesen Ausdruck in den Konfigurationsraum über- 
tragen und demgemäß folgende Wellengleichung angesetzt: 


2 
2 une 2 Zr. a 
Wir wollen bestätigen, daß diese Gleichung die drei Bedingungen be- 
friedigt, die wir im vorletzten Paragraphen angegeben hatten. 1. Wenn 
die Voraussetzungen der geometrischen Optik zutreffen, insbesondere 
wenn man Ah als unendlich klein ansieht, genügt die Funktion @ der 
Hamitrton-JAacogıIschen Gleichung. 


2ni 
: Š . — ol) . 
Zum Beweis setzen wir wieder y (q, t) =a (q; t)e * ?%° mit reellen 


a und 9. Wir setzen dies in (54) ein und bringen den Realteil zum Ver- 
schwinden, und in dem Ausdruck, den wir so bekommen haben, lassen wir 
alle Glieder fort, in denen nicht h? im Nenner steht. Wir finden so 


1 ij 09 99 2109 
De Be (55) 


Die Funktion o befriedigt also (49) und kann in dieser Näherung mit 
der Wirkungsfunktion der klassischen Mechanik identifiziert werden. 

2. Besteht das System aus einem einzigen Teilchen, so kommen wir 
auf Gleichung (53) zurück. 

Wir bezeichnen mit m die Masse des Teilchens und wählen kartesische 
Koordinaten. Dann ist T = 4 m (x? + y'?-+z’”) und folglich: 


er m füri=k\ BR 
ae en 


EM: er 

a! er 

N ee | N (56) 
0 für ik) 


Durch Einsetzen der Werte (56) in die allgemeine Gleichung (54) kommt 
man wieder auf (53). 
TI 
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3. Wenn das System aus N Teilchen besteht, die nicht aufeinander 
wirken, so zerfällt die Wellengleichung in N Gleichungen vom selben 
Typus wie die für das einzelne Teilchen. 

m, sei die Masse des i-ten Teilchens. Man habe wieder rechtwinklige 


Koordinaten, mit 
N i t 
T= sm +y Hx’), 
i=1 


folglich u, „= 0 für t +k, 


Ur = las = lgs = Mi; Ugi_a, 33a” Msi-ı,si—ı Ass, T Mi 


3 3 
U= mM mM ...my; 


hi, = 0 für i + k; u’ = u? = uè? ER 


m; 


4 F , B Br 1 
ia Es wer 3—1 — 3° en Fe (57) 


Da F sich hier auf X F,(®,,y,,2,,t) reduziert, wird Gleichung (54): 


Troy 0y y 87? __ 4niõy 
Di (a T y? = a) TERTIT F, (£, Yi» Zi» t) v| DT NTA (58) 
Durch den Ansatz: 

y (£ <. 2m t) = Pa % Y1 17t) Pa (Las Yar Zat) --- Wy (am Ym zmt) (89) 


zerfällt sie in N Gleichungen der Form: 


723 2 72 n? 5, z 7 
z (a AR) Si ~ F, (€i; Yis Zi t) Yi =tri = @=1,2... N) (60) 
Das sind aber die Wellengleichungen, die für die Bewegung der betrachteten 
Teilchen einzeln anzusetzen wären. 

Man sieht also, daß die Gleichung (54) die drei Bedingungen erfüllt, 
die a priori notwendig waren. 

Besteht das System aus N Teilchen, die Kräfte aufeinander ausüben, 
aber keinen Nebenbedingungen unterworfen sind, so kann man .den Kon- 
figurationsraum mit Hilfe der 3N kartesischen Koordinaten z... zy 
aufbauen, so daß die 4, und u*™% die Werte (57) haben, die Wellengleichung 
nimmt dann die Form 


PFERD 0° 8n? dmi 0 6 
Èm a ta t a) a Temy = ©) 
i 


m; \0%° 0y% 02% Bartont 
an. 


ar 
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Die Ausdrücke, die wir abgeleitet haben, sind sämtlich unrelativistisch ; 
es ist bisher nicht möglich gewesen, eine Wellengleichung zu finden, die 
den Forderungen der Relativitätstheorie entspricht. Außerdem haben wir 
mit SCHRÖDINGER eine Wellengleichung in dem abstrakten Konfigurations- 
raum betrachtet; es ist bisher auch noch nicht möglich gewesen, diese 
eine Welle im Konfigurationsraum auf eine oder mehrere Wellen im ge- 
wöhnlichen Raum zurückzuführen. 

Diese Unmöglichkeit, der Bewegung eines Systems die Ausbreitung 
von Wellen im gewöhnlichen Raum zuzuordnen, erscheint als ein neues 
Argument für die Vorstellung, daß die Materiewelle keine physikalische 
Realität hat, sondern nur die symbolische Darstellung einer Wahrschein- 
lichkeitsverteilung ist. 


FÜNFZEHNTES KAPITEL. 


Bedeutung der Wellen für Systeme. 


$1. Die Approximation der geometrischen Optik. Um die Bedeutung. 
der mehrdimensionalen Welle, die zu einem System gehört, zu untersuchen, 
gehen wir von der Wellengleichung aus: 


DE? EN Le RO A 
aa en =] h2 Fy = Mag (1) 


art 

p Pla... 2 
Wie früher schreiben wir y in der Form a (is: 2A) € iğ 

setzen wir dies in (1) ein und fordern das Verschwinden von Realteil a 


Imaginärteil, so bekommen wir 


PX or + F(q, ...9,,1) = en Ar A (2) 


84 es dgk 
y ik da 89 1 1 se Ya ik 4 da 3 
ERE wer N Eee U DaF = Tl. 
= ETAIT +2 Yu 5 ik ar? ôt (3) 


In diesem Paragraphen werden wir nur bis zur Näherung der geo- 
metrischen Optik gehen, d. h. das letzte Glied in (2) fortlassen. Die Funk- 
tion ọ genügt dann der klassischen Hamıtron-JAcoBI-Gleichung, wie wir 
bereits bewiesen haben. Wir können also annehmen, daß in diesem Falle 
die klassische Mechanik richtig ist und die Impulse nach LagrAnGE durch 


OR. ô 
= Im n Sr EAO z= (4) 
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definieren. Löst man nach den g, auf, so kommt 
i ik 0 
EN a (5) 
ik ik 


Wir setzen diese Werte für Pa Ma Ei in Gleichung (3) ein, die dann die 
ik 


Gestalt: 
rt! 5 72 X [ag] = 0 (6) 
annimmt. Multiplizieren wir noch mit 2a, so bekommen wir leicht 
a = ia (Vua? g) =0. (7) 


Wir werden diese a (T) genau so deuten wie die entsprechende 
Gleichung für das einzelne Teilchen: Es sei (q1... qn, &,;&ı...%,) ein 
vollständiges Integral der Hamrvron-Jacopischen Gleichung (der @ in 
unserer Näherung genügt). Dann sind nach der Jacogıschen Theorie die 
klassischen ko een 


es ne (8) 


Zu einer Funktion g, d.h. zu bestimmten Werten der Konstanten «, 
gehört eine unendliche Schar von möglichen Bewegungen, die durch ver- 
schiedene Wahl der Konstanten ß, unterschieden werden. Wir nennen 
diese Gesamtheit wieder eine Klasse von Bewegungen. Die Bewegung 
des gesamten Systems wird durch die Bewegung des Bildpunktes im 
Konfigurationsraum beschrieben, die entsprechend den Gleichungen (8) 
vor sich geht. 

Statt ein System zu betrachten, können wir uns auch eine Menge 
von gleichartigen Systemen denken, die Bewegungen derselben Klasse 
ausführen. Zu dieser Gesamtheit von Systemen gehört ein Schwarm von 
Bildpunkten im Konfigurationsraum, den wir derselben Welle y zuordnen. 
Die Geschwindigkeiten dieser Bildpunkte sind durch (5) gegeben. 

Die Bewegung des Schwarms von Bildpunkten, die wir uns so vor- 
stellen, muß die hydrodynamische Kontinuitätsgleichung befriedigen. Man 
überlegt sich leicht, wie diese Bedingung im Konfigurationsraum aussehen 
muß. Betrachten wir nämlich in diesem Raum ein kleines Volumenelement, 
das durch die Flächen 


li =G, =o+dg, Ü=1,2...n). (9) 
begrenzt wird. 


n 


m oa 
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Die Kanten dieses kleinen Parallelepipeds sind den Koordinaten- 
linien q, parallel und haben die Länge dg,...dg,. Wir betrachten eine 
der Koordinaten g,, mit einem bestimmten k. Durch die Fläche q, = c, des 
kleinen Volumens tritt während der Zeit dt eine Anzahl von Bildpunkten, die 
in einem kleinen Parallelepiped mit dieser Grundfläche enthalten sind, 
dessen Kante in Richtung der Koordinate g, die Länge gý dt hat, Be- 
zeichnet o(g)...9,,) die Dichte des Schwarms auf der betrachteten 
Fläche, so ist der fragliche Strom also: 


o Yu da doe dgerı --- Am Ge Al (10a) 
Ebenso ist der Strom durch die parallele Fläche q, = cp, + dq}: 
za ð E 
[o Vu gé + ag, 2 Va) dg, | dg, --- dg-1dgkrı... dgadt. (10b) 


Die Differenz der beiden Ströme ist 


0 Deep) 
— A yu qi) dq, dq dt (11) 


Man kann die gleiche Überlegung für die n — 1 anderen Paare von 
Flächen machen und bekommt so als Überschuß der eintretenden Teilchen 
über die herausgehenden: 


o er 
= PAA yu qh) dq, ..- dqa dt; (12) 


das muß gleich der Zunahme der Zahb der Bildpunkte im Innern des 
Volumenelements sein. Sie ist R at Yudg,...dq,. Als Ausdruck der 


Kontinuitätsgleichung finden wir schließlich: 


ð l T , 
T a Ir PART (Yuge)—0. (13) 


Vergleicht man (13) mit (7), so wird man wieder dazu geführt, 


ea. dmt) = Ka lg... mi) (14) 


zu setzen. 

Dieses Ergebnis läßt sich wieder als Wahrscheinlichkeitsaussage be- 
schreiben: Betrachtet man ein System mit n Freiheitsgraden, von dem 
man nur weiß, daß eine Bewegung zu einer bestimmten Klasse gehört, 
dessen Anfangskonfiguration jedoch unbekannt ist, so gibt die Intensität 
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der Welle, die im Konfigurationsraum zu den Systemen gehört, die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung für den Bildpunkt des Systems an. 

Man könnte auch den Schwarm von Bildpunkten durch ein Wahr- 
scheinlichkeitsfluidum ersetzen, dessen Elemente die verschiedenen Bahnen 
beschreiben, die nach der alten Mechanik für den Bildpunkt möglich sind. 
Die Dichte, die man wieder proportional a? zu setzen hat, gibt an jedem 
Punkt des Konfigurationsraums die, Wahrscheinlichkeit dafür, daß der 
Bildpunkt sich dort befindet. In der Näherung der geometrischen Optik 
läßt sich das Interferenzprinzip befriedigen, ohne die Vorstellung auf- 
‘zugeben, daß die Teilchen des Systems eine wohlbestimmte Lage im 
gewöhnlichen Raum haben und folglich auch der Bildpunkt jederzeit 
eine bestimmte Lage im Konfigurationsraum hat. Für die Systeme ist 
es genau so wie für die einzelnen Teilchen: die Schwierigkeiten fangen 
erst an, wenn man den Bereich der geometrischen Optik überschreitet. 


$2. Allgemeiner Fall. Wahrscheinlichkeitsbewegung. Sobald die Nä- 
herung der geometrischen Optik unzulässig wird, darf man in (2) nicht 
mehr das zweite Glied vernachlässigen. Man wird aber als Postulat das 
Interferenzprinzip noch immer beibehalten, nach dem das Quadrat der 
Amplitude die Wahrscheinlichkeit für die Anwesenheit des Bildpunktes 
an jedem Punkt des. Konfigurationsraumes und zu jeder Zeit mißt. Man 
muß also der Bewegung der y-Welle stets eine Wahrscheinlichkeitswolke 
zuordnen, die sich im Konfigurationsraum so bewegt, wie es das Inter- 
ferenzprinzip verlangt. Um das zu erreichen, muß man die Geschwindigkeit 
der Wahrscheinlichkeitselemente durch die Beziehung 


ind 
= Zur iD 


definieren. 

Die hydrodynamische Kontinuität ist hier wegen (3) immer noch ge- 
wahrt, wenn man ọ = a? setzt. 

Die Bewegung der Wahrscheinlichkeitselemente gemäß (15) kann 
man genau wie in Kapitel 9 untersuchen. Gleichung (2), die an Stelle 
der Hamıtron-JAacoBI-Gleichung tritt, läßt sich schreiben: 


1 ST 20 a ANOR 
22 B anoa a (16) 
mit 
RE a, 3 ik ĉa 
F, (Qa +: ml) = rer ao ui a En 


ER 
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Die Wahrscheinlichkeitselemente bewegen sich also gewissermaßen so, 
als ob es eine zusätzliche potentielle Energie F; (q1 - . - qn, t) gäbe, die man 
‚„ Quantenpotential‘‘ nennen kann, und die von der Amplitude der Welle, 
d.h. von der Dichte der Wahrscheinlichkeitswolke abhängt. 

Wir können eine LAGRAnGE-Funktion der Wahrscheinlichkeitselemente 
einführen. Das ist eine Funktion der q,, der q; und i von der folgenden Form: 


L(g,, 0, ln» Ren qns t) = o Kir IE — F (qat) w F, (4; t). (18) 


i,k 


Die Ableitungen 
L , 
Igi = uh qk (19) 
% 


sind zu die den Variablen g, konjugierten Impulse der Wahrscheinlichkeits- 
elemente. Auf Grund von (15) hat man 


kj Ô 3 
pP; =— > DR rs (20) 
kj á ; 
Die Größe 
A 1 iR 7 
M= Spd 1-52 Kan F—E, (21) 
P i,k 


spielt dabei die Rolle der Energie. 
Wie im Kapitel 9 wollen wir die Bewegungsgleichungen der Wahr- 


scheinlichkeitselemente aufstellen, indem wir = berechnen: 


dp; dp; ô pi kj dp p 3? y 
k kj 


0g; aqi 0 dy ôq; ot 
G 1 x; 09 lan 3p âp ðuĂt 99 
= Fy PEL dgu ôg ôt 2 Igu OJ OU (22) 
Daraus wegen (2) und (19) 


dp; olEF F, : ur) 
-o PANNE ( SE a ag & Pak 2 Ham PEE (23) 
kj 


ô qi 


Nun ist aber 


] 0 für k+l 
a i k ; DE 
į 


AN kj ôk 24 
ib ung Zr = 


04: 
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Folglich läßt sich (23) schreiben: 


1 Ô lim 
m, D Etga- FH F]. (25) 
Im 
Erinnern wir uns noch an die Definition (18): 
d ôL i ; 
ar (2a): (26) 


Das sind Gleichungen in Form der LagRAangeschen. 

Das Glied — = in (25) ist die i-te Komponente der Kraft im gewöhn- 
lichen Sinne. ; 

Das Glied 5 er ” qi qm hängt von der Wahl der Koordinaten 


q; ab und a den Zentrifugalkräften und den Bindungs- 
kräften. Die beiden Glieder stehen auch in den Bewegungsgleichungen 


: or, Sie: E 
der alten Mechanik; wenn man also — T vernachlässigt, so gehen die 


Bewegungen der Wahrscheinlichkeitselemente im Konfigurationsraum in 
die entsprechenden Bewegungen von Bildpunkten nach der klassischen 


Mechanik über. Aber wenn das Glied — m berücksichtigt wird, so ge- 
t 


schieht alles so, als ob die Wahrscheinlichkeitselemente außer den klas- 
sischen Kräften noch der Wirkung einer ,Quantenkraft“ unterworfen 
werden, die sich aus dem Quantenpotential F} ableitet. Damit verlieren 
Energie- und Impulssatz selbst bei Abwesenheit aller Kräfte im klassischen 
Sinn für die Bewegung der Wahrscheinlichkeitselemente ihre Gültigkeit. 


§ 3. Eurenrestsches Theorem. Für ein System von N Teilchen, die 
keinen Nebenbedingungen unterworfen sind, kann man die Glieder mit 
F, durch eine Integration über den ganzen Konfigurationsraum fort- 
schaffen und findet so Sätze, die dem Eurenrestschen Satz für das 
einzelne Teilchen entsprechen (siehe Kap. 9, § 3). 

Wir werden voraussetzen, daß die Welle y im Konfigurationsraum so 
begrenzt ist, daß die Amplitude a und ihre Ableitungen im Unendlichen 
verschwinden und werden zunächst einen mathematischen Hilfssatz be- 
weisen, der die Formel (21), Kapitel 9, verallgemeinert. 

Hilfssatz. Man habe zwei Funktionen U(q,...9,) und F(q... gn). 
Wenn diese Funktionen beschränkt, stetig und eindeutig sind und im 
Unendlichen des Konfigurationsraumes verschwinden, so gilt: 


1 ð BRRR A = u ðU 
[foki a ffri lman 0m 


wo die Integrale über den ganzen Konfet zu erstrecken sind. 
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Weil U und V im Unendlichen verschwinden, läßt sich nämlich das 
linke Integral durch partielle Integration folgendermaßen umformen: 


Ira Va") da, ...dq, 
= ie a nd 91 .dq, 
=f.. oe P 


ea a 


Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Unter dem „Mittelwert einer Funktion f(g}... qn, t) über die Wahr- 
scheinlichkeitswolke zur Zeit t“ wollen wir die Größe: 


=. Sta m da a. dna i) de (30) 


verstehen. 

Da wir nach Voraussetzung ein System ohne Nebenbedingungen be- 
trachten, können wir für die Koordinaten g, die 3 N kartesischen Ko- 
ordinaten der N Teilchen wählen. Wir haben dann: 


zu; wenn tk; m= en für j=3i—2, 3—1, 33; 
u’ 
u = (m,. Mg: +: m,)”. (31) 


Die Größe m; soll die Masse des :-ten Teilchens bezeichnen. Da die Mix 
konstant sind, reduzieren sich die Gleichungen (25) für die Bewegung 
der Wahrscheinlichkeit auf: 


dpi __ oF or, = Me | 1 0 ( SE a] 99, 
dt => A TEO =f; } 8 a2 ðq; m Yu u °g . (: 2) 


Bei der Aufstellung von Gleichung (32) haben wir von der Definition (17) 
von F, Gebrauch gemacht und mit f, die Kraftkomponente im klassischen 
Sinn in Richtung der Koordinate q, bezeichnet. Wir multiplizieren (32) 
mit a?dr und integrieren über den ganzen Konfigurationsraum: 


Irma. E 


re TE en 
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Wir wollen beweisen, daß das Integral Null ist. Es ist nämlich wegen der 
Beziehungen (31): 


f- Jez maià A le 

fee F ao 

I 1 a 

[ft re ar. (34) 


Nun folgt aber hier aus (28) wegen (31) 
2y 32 U 
fone A = f [TS e ar. (85) 
n k n k 


0a 


Wir setzen in dieser Formel U = a und V = TA Das ist erlaubt, 
i 


denn a und seine Differentialquotienten erfüllen die Voraussetzungen, die 
der Hilfssatz für U und V macht. Man sieht dann, daß die rechte Seite 
von (34) verschwindet, und statt (33) bleibt: 


T (= de esa N). (36) 


Wenn kein äußeres Feld da ist, oder wenn das äußere Feld die Zeit 
nicht enthält, kann man ein Analogon zum Energiesatz finden. Man be- 
weist nämlich wie im vorhergehenden Kapitel mit Hilfe der Definition (21) 
für die Energie der Wahrscheinlichkeitselemente, daß 


dw ôL 
A ehe (87) 


Wir multiplizieren mit a? und integrieren über den ganzen Konfigurations- 
raum: 


Mr | m je; akro AE se) ar. pe 


Für das Integral kann man auch schreiben 


pje aG I agi] 
O S 0 


k 


NE m Fu ed a 
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Setzen wir in Formel (35) U =a und V = x so sehen wir, daß das 
Integral (39) verschwindet und erhalten somit schließlich für (38) 
dW ôF 


u (41) 


Dieser Satz tritt für die Wahrscheinlichkeitselemente an Stelle des 
Energiesatzes. 


$ 4. Die Interpretation von Bourg und Heısengere. Wie im Fall des 
einzelnen Teilchens könnte man versucht sein, eine Theorie der Führungs- 
welle zu entwickeln und dabei die klassische Vorstellung beizubehalten, 
nach der alle Teilchen des Systems eine wohlbestimmte Lage und folg- 
lich der Bildpunkt jederzeit eine wohlbestimmte Lage im Konfigurations- 
raum hat. Man wird dann annehmen, daß der Bildpunkt, der zu einer 
Welle y gehört, eine Bewegung entsprechend Formel (15) ausführt, d.h. 
ständig mit einem Wahrscheinlichkeitselement zusammenfällt; falls man 
nicht weiß, welches Wahrscheinlichkeitselement das ist, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß der Bildpunkt zur Zeit tim Innern eines Volumen- 
elements dr des Konfigurationsraums liegt, offenbar gleich der Zahl der 
Wahrscheinlichkeitselemente, die zur Zeit t in dr enthalten sind, und 
damit ist nach (14) das Interferenzprinzip von selbst gewahrt. Leider stößt 
man hier wieder auf alle die Schwierigkeiten, die gegen die Theorie der 
Führungswelle für das einzelne Teilchen vorlagen; es ist sogar hier noch 
schwerer zu glauben, daß diese Theorie ein wahres Bild der physikalischen 
Vorgänge gibt, wegen des abstrakten und fiktiven Charakters, den die 
Ausbreitung einer Welle im Konfigurationsraum hat. | 

Wir lassen also die Theorie der Führungswelle beiseite und sehen zu, 
wie die Gedanken von BoHR und HEISENBERG auf Systeme übertragen 
werden können. Als grundlegende Voraussetzung nehmen wir einerseits 
das Interferenzprinzip, nach dem die Intensität yy* der zugehörigen 
Welle stets an jedem Punkte die Wahrscheinlichkeit für die Lage des 
Bildpunktes im Konfigurationsraum gibt, und andererseits das Prinzip 
der spektralen Zerlegung, nach dem die relativen Intensitäten der mono- 
chromatischen Bestandteile des Wellenzuges gleich den relativen Wahr- 
scheinlichkeiten der entsprechenden Bewegungszustände sind. Alle Be- 
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trachtungen, die wir an dem einzelnen Teilchen angestellt haben, lassen 
sich leicht auf den Fall von N Teilchen verallgemeinern, und man findet 
auch hier die HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation: 


ôq Ôp; Zh. (42) 


Die Ursache für diese HErsENBERGsche Unbestimmtheit hat man 
immer in der Störung zu suchen, die eine Messung an dem System not- 
wendig mit sich bringt. 

Der Übergang zwischen der klassischen Mechanik und der neuen 
Mechanik in der Auffassung von HEISENBERG und Bonr läßt sich wieder, 
wie im Kapitel 11, mit Hilfe des Eurenrestschen Theorems vornehmen. 
Solange die geometrische Optik für die Ausbreitung der Welle im Kon- 
figurationsraum gilt, kann in diesem Raum ein Wellenzug existieren, 
der einen Bereich erfüllt, dessen Abmessungen groß gegen die Wellen- 
längen sind, und der folglich als Gruppe von fast monochromatischen 
Wellen dargestellt werden kann. Dieser Wellenzug enthält zwar eine große 
Zahl von Wellenlängen, kann aber trotzdem für unsern Maßstab als un- 
endlich klein behandelt werden, und man kann ihn sich wiederum als 
ein kleines Wahrscheinlichkeitskügelchen im Konfigurationsraum vor- 


stellen. Im Innern eines solchen Kügelchens sind die Größen p, und — = 
i 
merklich konstant, so daß das EmRENFESTsche Theorem aussagt: 
dp, _ oF 
(43) 


Das Wahrscheinlichkeitskügelchen bewegt sich also als Ganzes im 
Konfigurationsraum genau so, wie es der Bildpunkt des Systems nach der 
klassischen Theorie tun würde. Prinzipiell hat man zwar die Lage des 
Bildpunkts innerhalb des Wahrscheinlichkeitskügelchens als unbestimmt 
zu betrachten, aber diese Unbestimmtheit ist für unseren Maßstab so 
klein, daß sie praktisch vernachlässigt werden darf. Praktisch geht daher 
alles so vor sich, als ob Konfiguration und Bewegungszustand des Systems 
zu jeder Zeit wohlbestimmt wären, und als ob das System den strengen 
Gesetzen der alten Mechanik folgen würde. 

Wir finden also hier wieder alle die allgemeinen Gedanken, die wir 
im Kapitel 11 beim einzelnen Teilchen untersucht hatten, nur erscheinen 
sie hier noch durch den Umstand ein wenig seltsamer, daß man bei einem 
System die Dinge nicht mehr im gewöhnlichen Raum darstellen kann 
und ständig Wellen und Bewegungen im abstrakten Konfigurationsraum 
zulassen muß. 
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$5. Bemerkung. Wir wollen noch eine Bemerkung über den Fall 
machen, wo die Teilchen des Systems keine Kräfte aufeinander ausüben. 
Aus dem letzten Kapitel geht hervor, daß man für y das Produkt der 
Funktionen (%1, Y1» 218), Yalza, Ya, Z2, t) . . . wählen muß, die den be- 
trachteten Teilchen einzeln entsprechen. Das steht im Einklang mit dem 
Interferenzprinzip und der statistischen Deutung der Intensität. Die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Bildpunkt des Systems zur Zeit t die 
Lage %,%,2)...2y im Konfigurationsraum hat, ist nämlich 


DIS En, WEIT Zr $): (44) 


Die Wahrscheinlichkeit, daß das i-te Teilchen zu dieser Zeit am Punkt 
£; Y; Z; ist, ist dagegen: 


2% Yo 2 0) YES Yi» 2; b). (45) 


Da die Bewegung der Teilchen vollständig unabhängig geschieht, weil 
sie ja nicht aufeinander wirken sollen, muß nach dem Prinzip der Zu- 
sammensetzung von Wahrscheinlichkeiten gelten: 


Y (£1... 20; t) Y* (£1. - ZN, 1) = Iv; (Eis Yis Zis t) WË (£, Yis Zi t). (46) 
t 


(46) ist aber richtig, wegen 
Ene an E My; (eye > (47) 


SECHZEHNTES,KAPITEL. 


Stabilität periodischer Bewegungen in der alten 
Quantentheorie. 


$ 1. Erste Beispiele für Quantelung periodischer Bewegungen. Perio- 
dische Bewegungen spielen eine große Rolle bei Vorgängen in atomaren 
Dimensionen. Wir müssen jetzt die Besonderheiten untersuchen, die diese 
Bewegungen in der Wellenmechanik haben. Zuallererst müssen wir uns 
erinnern, wie der Begriff des Wirkungsquantums in die Betrachtung der 
periodischen Vorgänge in atomaren Dimensionen auftrat und einige der 
wichtigsten Resultate der alten Quantentheorie angeben. 

Der Qüuantenbegriff wurde bekanntlich von Pranck in die Mechanik 
eingeführt. Er untersuchte das thermodynamische Gleichgewicht zwischen 
Materie und Strahlung. Da dieses Gleichgewicht nicht vom Mechanismus 
der Energieübertragung abhängen darf, nahm er der Einfachheit halber 
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an, daß diese Übertragung zwischen Materie und Strahlung durch Elek- 
tronen geschieht, die um eine Gleichgewichtslage schwingen und durch 
eine Kraft proportional der Elongation zurückgetrieben werden. Ein 
solches Teilchen, das längs einer Geraden schwingen kann, wobei die 
Kraft proportional der Elongation-ist, heißt ein „linearer Oszillator““. 
Zur Ableitung der experimentell bekannten Gesetze der schwarzen Strah- 
lung wurde Pranck zu der Annahme geführt, daß die Oszillatoren nicht 
jede beliebige Energie haben können; die einzigen Energiewerte, die sie ` 
annehmen können, sind mit der Schwingungsfrequenz durch die Formel: 


E=nhw (n ganz) (1) 


verknüpft. n ist eine beliebige ganze Zahl, A das Wirkungsquantum, das 
PLanck in die Physik eingeführt hat, und œw die Frequenz des Oszillators, 
die, wie wir zeigen wollen, von der Energie unabhängig ist. 

Die spätere Entwicklung der Quantentheorie hat dazu geführt, diese 
„Quantenbedingung‘“ anders auszusprechen. Für den linearen Oszillator 
ist die Potentialfunktion: 


F(x) = =, (2) 


wo x die Elongation bedeutet, und die Bewegungsgleichung ist dann 
nach der klassischen Mechanik 


dx 


Sa =-— ke. (3) 


m 


Sie hat die Lösung: 


== Asin (Ži +a) (4) 


. 


mit zwei beliebigen Konstanten A und «. Die Frequenz der Bewegung 
ist also: 
1 ı/k 


sie ist von 4, d.h. von der Bewegungsenergie unabhängig. Der Impuls 


; d 
ist Pa = m 7 —= mv, und das Mauperruissche Integral wird: 


S, (x)= f p,dz =m f vdz. (6) 
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Führt man dieses Integral über eine vollständige Periode der Bewegung 
aus, so findet man: 


Ei 

= 4 n? w? 2° m foo (JEt 4 a)dt 
0 

=2n®wmA®. 


Andererseits ist die Energie Z des Teilchens gleich der kinetischen Energie 
beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage, denn an dieser Stelle ist 
seine potentielle Energie Null. Sie ist also: 


m /(dx\? m k 2 
mala) ai n nmo, © 
daraus 
E 
-— = 2rmow £? = J. (9) 
w 


Es kommt also auf dasselbe heraus, ob man die Bedingung (1) aufstellt 
oder fordert: í 


J=nh (n ganz), (10) 


aber die letzte Form ist sehr viel allgemeiner, denn in sie geht nicht mehr 
die spezielle Eigenschaft des Oszillators ein, daß die Frequenz von der 
Energie unabhängig ist. In dieser Form (10) kann man für alle Bewegungen 
von einem Freiheitsgrad die Bedingungen angeben, denen die mög- 
lichen Energiewerte nach der Quantentheorie unterworfen sind. (10) ist 
die allgemeine Quantenbedingung. 

Die wichtigste Anwendung der Formel (10) war die von BoHr für 
den Fall eines Elektrons mit der Ladung — e, das um einen positiven Kern 
mit der Ladung + e läuft (Wasserstoffatom). In seiner ersten Arbeit 
über dieses Thema (1913) hat sich BoHr systematisch auf Kreisbahnen 
beschränkt; dann genügt eine Variable, das Azimut ©, um die Lage des 
Teilchens zu beschreiben, und die Formel (10) ist anwendbar. Da die 
kinetische Energie: 


T=-5mr o’? (11) 


de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik. 12 
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ist, so ist der zu © konjugierte Impuls 
=m O (12) 


und das Maurpertusssche Wirkungsintegral wird: 
[podo = | mr odo. (13) 


Für eine ganze Periode der Bewegung hat es den Wert 
27 
J=- [mr 0d0=2amr 0, (14) 
0 


denn im Zentralfeld ist auf einer Kreisbahn die Winkelgeschwindigkeit ©’ 
konstant. 
Die Bedingung (10) lautet also hier: 


2m" OÖ =nh (n ganz). (15) 


Nun ist aber mr? O’ das Impulsmoment des Elektrons um den Kern; wir 

bezeichnen diese Größe mit M. Dann kann man an Stelle von (15) schreiben 
h 

M= 3 (n ganz). (16) 

Diese Formel führte BoHr zu seiner großartigen Berechnung des Wasser- 


stoffspektrums. Dazu brauchte er nur die Bewegungsgleichung des Elektrons 
in der Form 


12 & 
zu schreiben, die das Gleichgewicht zwischen der Zentrifugalkraft und der 
Couromgschen Kraft zum Ausdruck bringt. Durch Elimination von © 
aus (15) und (17) erhält man: 


1_ 4ème 


ET (18) 


Nun ist aber die Energie des Elektrons auf einer Kreisbahn: 


1 PN A le: EN 
E=zmro ein, (19) 
Also: 
2 m? m et 
E =— To (n ganz). (20) 
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Diese berühmte Formel gibt die Energiewerte der verschiedenen Quanten- 
zustände des Wasserstoffatoms. 

BoHR führte noch ein weiteres Postulat, die „Frequenzbedingung‘“, 
ein. Danach kann, wenn das Atom von einem stabilen Quantenzustand 
mit der Energie Z„ zu einem anderen Zustand mit der kleineren Energie 
Em < En übergeht, Strahlung von der Frequenz 

-5 2 4 
en — (a5 (21) 
emittiert werden. 

Setzt man m = 2, d.h. betrachtet man die Änderungen des Atom- 
zustands, bei denen der Endzustand durch m = 2 gegeben wird, so be- 


kommt man die experimentelle Formel für die Frequenz der Linien in 
der Balmerserie: 


v=R(2-5) n=3,4.. (22) 
Dabei muß ER 
pa La (23) 


und der große Erfolg der Bomrschen Theorie war, daß der experimentelle 
Wert von R gut mit (23) übereinstimmt. 

Die Formel (21) liefert auch die Frequenzen der anderen Serien im 
Wasserstoffspektrum (Lyman- und Paschenserie). 

Ebenso gelang es BoHR durch die Betrachtung von Kreisbahnen eines 
Elektrons im Feld eines Kerns mit der Ladung + 2e, das Spektrum 
von ionisiertem Helium zu deuten. 


$2. Die Wınson-SommErRFELDschen Bedingungen. Um die Quanten- 
bedingungen für periodische Bewegungen eines Teilchens im gegebenen 
Kraftfeld befriedigend zu formulieren, durfte man sich nicht mehr auf 
den Fall beschränken, wo die Bewegung durch eine einzige Variable be- 
schrieben wird. Wınson und SOMMERFELD haben eine Form dafür ge- 
funden, die auf alle periodischen Bewegungen anwendbar ist, bei denen 
man die Variablen separieren kann, d.h.wo man solche Koordinaten 
wählen kann, daß jeder Lacrangesche Impuls nur von der zugehörigen 
Koordinate abhängt: 


Pi = fi (0). (24) 
Das Hamıtrossche Wirkungsintegral ji > p;dq; ist dann eine Summe 
i 


von Funktionen, deren jede nur von einer einzigen Variablen abhängt. Man 
12* 
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kann beweisen, daß im Verlauf der Bewegung einige der g, zwischen zwei 
Grenzen schwanken, während die anderen Winkel mit der Periode 2% 
sind. Bei der Keplerbewegung ist der Radiusvektor eine Variable der 
ersten, das Azimut eine Variable der zweiten Art. Wir sagen von einer 
Variablen der ersten Art, daß sie einen Zyklus durchlaufen hat, wenn sie 
von ihrer unteren Grenze ausgehend die obere Grenze erreicht hat und 
wieder auf ihre untere Grenze zurückgekommen ist; ebenso sagen wir, daß 
eine Variable der zweiten Art einen Zyklus durchlaufen hat, wenn sie um 
27 gewachsen ist. Mit diesen Definitionen ergeben sich die WıLsox- 
SOMMERFELDschen Quantenbedingungen folgendermaßen: Die Vari- 
ablen q, seien so gewählt, daß die Separation, eintritt, dann muß jedes 
Integral Í p;dq; über einen vollständigen Zyklus der Variablen g, gleich 
einem ganzen Vielfachen der Konstante Ah sein. Wir können sie also 
schreiben: 

$p,dg,=n,h (n; ganzzahlig). (25) 

Die Bewegung eines Teilchens im konstanten Feld hat im allgemeinen 
drei Freiheitsgrade, man braucht also im allgemeinen drei ganze Zahlen, 
um eine gequantelte Bewegung auszuwählen. 

Es ist gut, einen wichtigen Punkt hervorzuheben. Ist q, eine Variable 
der ersten Art, z. B. der Radiusvektor im Keplerproblem, so variiert sie 
bei der Bewegung zwischen den Werten g,, und g,., und das WıLsox- 
SOMMERFELDsche Integral wird 


lii fio 
Jp.dg, Hin JS»: dq;. (26) 
b dio giı 

Dieses Integral würde offensichtlich verschwinden, wenn p, eine ein- 
deutige Funktion von g, wäre; aber das ist nicht der Fall, denn man 
beweist, daß für die Bewegungen, für die wir uns interessieren, der Impuls, 
der zu einer Variablen der ersten Art konjugiert ist, notwendig die Form 


P= EVPU) (27) 
hat, wo die Funktion 9, im Intervall q,ọ — q;ı positiv ist und an den 
Enden des Intervalls verschwindet. p, ist dann also eine zweideutige 
Funktion der Variablen q,; man muß natürlich in (27) das Zeichen + 
wählen, wenn q, wächst, und das Zeichen —, wenn q, abnimmt, damit 
das Integral ['p;dq, positiv wird. 

Man kann sich die Dinge auch folgendermaßen vorstellen. Wir be- 
trachten die Funktion p,, die durch die Formel 


P= EP, (2) (28) 
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definiert wird, wo z eine komplexe Variable mit dem Realteil q, ist; längs 
der reellen Achse reduziert sich also (28) auf (27), und P; ist gleich dem 
Impuls zur Variablen g,. Die Funktion p, (z) besitzt zwei Verzweigungs- 
punkte auf der reellen Achse, und das WıLsox-SoMMERFELDsche Integral 
ist längs einer geschlossenen Kurve zu nehmen, die auf der reellen Achse 
die Strecke gio +8,91 — € ab- y 

schneidet und zwei unendlich kleine 

Kreise mit den Radien e und e’ um 

die Verzweigungspunkte enthält 


(Fig. 13). 
Für die Winkelvariablen der A 
zweiten Art, die von 0 bis 2m ° Tio Gr Th 
Fig. 13 


wachsen, gibt es nichts Analoges; 
für sie hat der konjugierte Impuls ein festes Vorzeichen. 


$ 3. Eınsteinsche Formulierung. Die WıLsox-SomMErFELDschen Be- 
dingungen lassen sich unabhängig von der Wahl der Variablen aussprechen, 
wie Einstein im Jahre 1917 gezeigt hat. Die Mavrertvissche Wirkung 
eines Teilchens hat nämlich den Ausdruck 


dS: (di> 9: 93) = X Pidg:- (28) 


Dieser Ausdruck ist invariant gegen alle Transformationen der Raum- 
koordinaten, er stellt die Arbeit des Impulsvektors dar. In jedem Ge- 
biet R des Raumes, wo sich die Bewegung vollzieht, ist jeder Impuls 


d = 
PA= = im allgemeinen eine Funktion der drei Variablen g,, denn 
k 
wir beschränken uns nicht mehr auf Koordinaten, die die Separation 
gestatten. 


Wenn wir eine beliebige geschlossene Kurve O betrachten, die ganz 
in R liegt, so können wir nach Eısstein die WILsoNn-SOMMERFELDSchen 
Bedingungen so aussprechen: ‚Bei beliebiger Wahl der Kurve Ọ ist das 


Integral J ds, = f 2 p,dq,; gleich einem ganzen Vielfachen der PLANCK- 


schen Konstante h‘“. 

Um nämlich dieses Integral auszurechnen, können wir ein beliebiges 
Koordinatensystem wählen, z.B.ein System, in dem die Separation 
möglich ist; dann läßt sich das Integral f dS; schreiben: 


J 48, = k, $ pa dqa + ko $ Pa dda + Kg $ Pa da (29) 
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mit ganzen Zahlen kı, kọ und kı und wegen der Bedingungen (25) ist die 
Einsteissche Bedingung erfüllt. Die Wırson-SomMERFELDschen Quanten- 
bedingungen führen also auf die Eınsteinsche Formulierung, die aber un- 
abhängig von der Wahl der Koordinaten ist. 

Um die Bedeutung dieser Eınstemschen Bedingung zu präzisieren, 
betrachten wir die Bewegung in einer Ebene unter der Wirkung einer 
Zentralkraft; der Radiusvektor ist dann eine Variable der ersten Art 
und variiert zwischen zwei Werten r, und r,, und die ebene Bahn er- 

füllt im allgemeinen den ganzen Kreis- 
ring zwischen den Kreisen mit den 
ER Radien r, und r3. 


Per BER Zeichnen wir die Bahnebene im 
Schnitt (Fig. 14). 
Beer Die Bewegung kann durch das 


Azimut © um O beschrieben werden, 
dessen konjugierter Impuls po konstant ist, und durch den Radiusvektor r, 
zu dem das Moment p, = + yọ (r) gehört. Wir ersetzen in Gedanken die 
Ebene des Kreisrings durch eine Fläche, die aus zwei ebenen Blättern 
gebildet wird, die längs der Kreise r = rı und r = r, zusammenhängen 
(Rızmannsche Fläche). In dem oberen Blatt wählen wir für p, das 
Zeichen +, im unteren Blatt das Zeichen —. Wir haben in der Fig. 14 
diese Blätter durch punktierte Linien angedeutet und haben sie zur Be- 
quemlichkeit der Zeichnung ein wenig voneinander entfernt. Der ebene 
Kreisring ist also durch eine Art von abgeplattetem Torus ersetzt, auf 
dem die Funktion p, eindeutig ist. Auf dieser Torusfläche kann man drei 
Typen von geschlossenen Kurven unterscheiden: 1. Die einen können 
durch stetige Veränderung auf einen Punkt zusammengezogen werden; 
für sie ist f: dS, = 0; 2. andere können durch eine stetige Deformation in 


einen Kreis um die Symmetrieachse OL übergeführt werden, und für 
sie wird das Integral p ds, = [po —=n,h. 3. Andere Kurven schließlich 
© 0 


können durch eine stetige Veränderung in den Schnitt des Torus mit 
einer Ebene übergeführt werden, die die Achse OL enthält. Für sie wird 
SaS, =$p,dr=n,h. Jede andere Kurve auf der Rımmansschen Fläche 
© 


kann auf eine Reihe von Kurven der drei bezeichneten Typen zurück- 
geführt werden, und daraus folgt die EmsrterNsche Bedingung. 

$ 4. Quantelung der Krrırr-Bewegung. Als Anwendungsbeispiel für die 
Wırson-SomMERFELDschen Bedingungen behandeln wir den Fall der 
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Krrrer-Bewegung. In Polarkoordinaten ist die klassische kinetische 
Energie: 


1 DA 2 
best 29‘), (30) 
Die zu r und © konjugierten Impulse sind also: 
oT OR 2 Ar 
a M Pem ag Nr O (31) 


Der Flächensatz sagt nun aus, daß p o gleich einer Konstante C ist, und 


andererseits kann man wegen des Niwronschen (bzw. CouLomsschen) 
Gesetzes schreiben : 


1 Ta N K 
A E (32) 
Löst man nach mr’ auf und setzt C für p o ein: 
p =mr =+ |/2mB -+E +V. (83) 


Ist E negativ, so hat (r) zwei positive Wurzeln r, und r,, und der 
Radiusvektor muß immer zwischen diesen beiden Wurzeln liegen, damit p, 
nicht imaginär wird. Für negatives Æ ist also die Bewegung periodisch, 
und p, hat die Form (27). 

Die SommErFrELosche Bedingung für das Azimut ist: 


[2,490 =2aC=n,h (n, ganz), (34) 
0 
wo $ 
O = ny = (n, = azimutale Quantenzahl). (35) 


Das ist wieder die Stationäritätsbedingung (16), wie sie BoHR für die 
Kreisbewegung benutzte, denn © ist das konstante Impulsmoment des 
Planeten um das anziehende Zentrum. 

Aber hier haben wir außerdem noch eine zweite Quantenbedingung, 
die BoHR nicht zu berücksichtigen brauchte, weil er sich auf Kreisbahnen 
beschränkte. Diese zweite Bedingung ist: 

fp, dr =n h (n, = radiale Quantenzahl.) (36) 


rı und r, seien die Nullstellen von @ (r). Wie wir gesehen haben, läßt sich 
dann das Integral (36) schreiben: 


flar f- Vomar=2/Vr War. (87) 
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Setzen wir dieses Integral gleich n,h, so bekommen wir eine zweite 
Bedingung, auf die wir später zurückkommen werden. 

Allgemein kann man die Ausdrücke für die p; als Funktionen der g;, die 
man für die SOMMERFELDschen Integrale braucht, leicht ableiten, wenn 
man von der Hamıvron-JAacoBI-Gleiehung ausgeht. Wir zeigen das an 
dem Beispiel der Krrızr-Bewegung. Hier kann man den Ausdruck (32) 
für die Energie in folgender Form schreiben: 

1 1 K 

Hl p) =z P tar] -F (38) 

mithin ist die HamıLToN-JAacosIrsche Gleichung für die reduzierte Funk- 
tion $;: 


elle) Er elle ir 


und mit ea = C findet man: 


r r? 


2, Vamn+ mt _®. (40) 


Die Funktion $, = 00 + f p, d, ist ein vollständiges Integral von (39), 
denn sie enthält zwei willkürliche Konstanten O und E; die zulässigen 
Werte für diese beiden Konstanten sind durch die beiden Quantenbedin- 
gungen (35) und (37) festgelegt. 


$5. Entartung. Hier tritt eine wichtige Frage auf, die in der alten 
Quantentheorie eine große Rolle gespielt hat; das ist das Problem der 
Entartung. Wir hatten gesagt, daß die WILSON-SOMMERFELDschen Quanten- 
bedingungen im allgemeinen die gequantelten Bewegungen eines Teilchens 
durch drei ganze Zahlen charakterisieren. Aber aus dem Vorhergehenden 
folgt auch, daß diese drei ganzen Zahlen nur dann wirklich auftreten, 
wenn drei Variable erforderlich sind, um die Bewegung zu beschreiben. 
Bomr hatte nur die Kreisbewegungen betrachtet, für die eine einzige 
Variable, das Azimut, eine Rolle spielt, und folglich war bei ihm auch 
nur eine ganze Zahl aufgetreten. Im letzten Paragraphen haben wir die 
Krrrer-Bewegung untersucht, die in einer Ebene vor sich geht und durch 
Radiusvektor und Azimut beschrieben wird, dabei haben wir folglich 
nur zwei Quantenzahlen n, und n, gefunden. Aber es gilt noch mehr: 
für den Fall der Keplerbewegung ist das Auftreten von zwei ganzen Zahlen 
nur scheinbar. Man versteht das, wenn man überlegt, daß die klassische 
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Kerrer-Bahn eine geschlossene Ellipse ist; man braucht also nur elliptische 
Koordinaten zu wählen, um die Bewegung durch eine einzige Variable 
beschreiben zu können. 

Durch Verallgemeinerung dieser Betrachtungen wird man dazu ge- 
führt, das Ergebnis folgendermaßen auszusprechen: Jedesmal, wenn die 
Bahn, statt einen ganzen dreidimensionalen Raum dicht zu erfüllen, nur 
ein zwei- oder eindimensionales Gebiet erfüllt, treten bei der Quantelung 
nur zwei bzw. eine Quantenzahl wirklich auf. Man spricht dann von Ent- 
artung. 

Dieser Schluß läßt sich am Beispiel der Kzpızr-Bewegung bestätigen. 
Dazu wollen wir die Rechnungen zu Ende führen, die wir im letzten Para- 
graphen angefangen haben. SOoMMERFELD hat das Integral: 


Qr,ar=Q oma 1E -Sar (41) 


mit Hilfe des Caucmyschen Residuensatzes berechnet. 
Das Resultat setzte er gleich n, h und ersetzte C durch n, = ; auf diese 


Weise fand er für die Energie der Bahn mit den Quantenzahlen n, und ng: 


2 a? m et 


Emn miia h? (n, + n) 


(42) 

Setzt man in dieser Formel n, = 0, so findet man wieder das Bonrsche 
Resultat für die Kreisbahn. Aber das SomMERFELDsche Ergebnis zeigt, 
daß die Energie der gequantelten Ellipsenbahnen ebenfalls durch eine 
einzige ganze Zahl nı + na festgelegt wird. Durch die Betrachtung der 
elliptischen Bahnen tritt in der Reihe der stabilen Energieniveaus kein 
. neuer Term auf. Die getrennte Einführung von zwei Quantenzahlen n, 
und n, erscheint also bedeutungslos. Man sieht das noch deutlicher daran, 
daß man im Fall der klassischen KrpLer-Bewegung die Separation auch in 
anderen Variablen als dem Radiusvektor r und dem Azimut © bewerk- 
stelligen kann; jede Wahl von Separationskoordinaten führt zu verschiede- 
nen Formen für die stationären Ellipsenbahnen, liefert aber dieselben 
Energiewerte. Man muß daraus schließen, daß alle kreisförmigen oder 


4 
elliptischen Bahnen mit der Energie — T 
sind. Die Quantelung der Krrıer-Bahnen bringt also bei genauer Betrachtung 
nur eine einzige Quantenzahl herein, weil sie geschlossene Bahnen sind, 
die im Raum nur ein eindimensionales Gebiet erfüllen. Die klassische 


Kerıer-Bewegung ist entartet. 


bei ganzem n stationär 
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Die entarteten Bewegungen zeigen eine besondere Art von Instabilität 
in dem Sinne, daß der kleinste störende Einfluß die Entartung mindestens 
teilweise aufhebt. Es ist ja in der Astronomie bekannt, daß selbst ein 
schwacher störender Einfluß periodische oder säkulare Schwankungen in 
die Elemente einer elliptischen Krrızr-Bahn (große Achse, Exzentrizität, 
Neigung, Länge des Perihels und des aufsteigenden Knotens) bringen kann; 
diese Schwankungen haben zur Folge, daß die Bahn nicht mehr streng 
geschlossen ist, sondern ein ganzes Raumgebiet erfüllt. 

Die Berücksichtigung der Relativitätskorrektionen in der Theorie der 
Kerıer-Bahnen bedeutet die Einführung von Störungsgliedern, die im all- 
gemeinen klein sind, und SOMMERFELD hat gezeigt, daß die Bahn eben 
und annähernd elliptisch bleibt, daß aber eine langsame Drehung des 
Perihels eintritt. Die Bahn ist dann nicht mehr streng geschlossen, sondern 
erfüllt einen ganzen Kreisring, deren beide Radien gleich den Abständen 
des anziehenden Brennpunkts von den Enden der großen Achse der 
rotierenden Ellipse sind. Die Entartung wird also aufgehoben, aber nur 
teilweise, denn die Bahnkurve bleibt eben; man braucht also in Wirklich- 
keit zwei ganze Zahlen für jeden stationären Zustand. 

In einer Rechnung, die wir hier nicht wiedergeben wollen, findet 
SOMMERFELD für die Energie der Quantenbahn zu den beiden ganzen 
Zahlen nı und ng: 


2 n? m et 


A ea (43) 


wo n = n; + n die totale Quantenzahl ist. Man sieht, daß in diesem 
Falle die Energie der stationären Bahn von beiden Quantenzahlen n, 
und n, einzeln und nicht mehr allein von der Kombination n4 + na ab- 
hängt. 

Ebenso hebt die Einwirkung eines elektrischen oder magnetischen 
Feldes auf ein Wasserstoffatom die Entartung des zugehörigen KEPLER- 
Problems auf. 


§ 6. Lücken der alten Quantentheorie. Wir können hier nicht auf alle 
Rechnungen eingehen, zu denen die verschiedenen Anwendungen der 
WiıLson-SoMMERFELDschen Bedingung Anlaß geben. Wir wollen nur 
feststellen, daß diese Rechnungen zwar oft auf genaue Resultate geführt 
haben, daß das aber nicht immer der Fall war und die alte Quanten- 
theorie sich mehr als einmal als unzureichend erwiesen hat. 

Wir gehen z. B. auf den Fall des linearen quasi-elastischen Oszillators 
zurück, den wir im $1 untersucht haben. Nach Formel (1) muß die 
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Energie E der stationären Zustände gleich einem Wert aus der Reihe 
ORORO nos 2... sein, in der die mechanische Frequenz 
des Oszillators bedeutet. 

Um aber gewisse Versuche, besonders im Gebiet der Bandenspektren, 
zu erklären, wurde man zu der Annahme geführt, daß die Reihe der ge- 
quantelten Energien nicht die obige ist, sondern die folgende: 


ho, 5ho..n+hho.. (n=0,12...) 


Man nennt dies zuweilen „halbzahlige‘‘ Quantelung, die im Widerspruch 
zu der Quantelung steht, die man in der alten Quantentheorie postuliert 
hatte. Die Anwendung dieses Quantelungsverfahrens auf kompliziertere 
Atome als das Wasserstoffatom hat übrigens auch zu falschen Resultaten 
geführt, z. B. ist das Ionisierungspotential von Helium, das KRAMERS 
mit Hilfe der alten Methode ausgerechnet hat, von dem experimentellen 
Wert verschieden. 

Schon einige Zeit vor dem Entstehen der neuen Mechanik hatte man 
den Eindruck, daß die WILSON-SoMMERFELDschen Formeln, wenn sie auch 
wertvolle Hinweise lieferten, nicht als streng gültig betrachtet werden 
durften. Wir werden jetzt sehen, in welchem Sinne die Wellenmechanik 
diese Methode verändert, und wie sie in gewissem Maß die physikalische 
Bedeutung der Quantenbedingung aufdeckt. 


SIEBZEHNTES KAPITEL. 


Wellenmechanische Deutung der Stabilität periodischer 
Bewegungen. 


$ 1. Bedeutung der Quantelung in der Wellenmechanik. Wir sind durch 
die Gedanken der Wellenmechanik dazu geführt worden, der Bewegung 
eines Teilchens in einem konstanten Feld mit dem Potential F (x,y,z) 
eine Welle zuzuordnen, die der Gleichung: 


4nimd 
Fa,y,)ay- 5 (1) 


8am 
2 


ne 


genügt. 

Wenn die Näherungsverfahren der geometrischen Optik für die Aus- 
breitung dieser Welle zulässig sind, darf man als (reduzierte) Wellen- 
funktion die Funktion: 


PTI Bt- S (ey 2) 


E A A EE 2 (2) 
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nehmen, wo 8, ein vollständiges Integral der Hamıtron-JacoBischen 
Gleichung ist. Damit die Phase von (2) an jedem Punkte einen bestimmten 
Wert hat, ist es notwendig und hinreichend, daß längs jeder geschlossenen 
Kurve C die in dem Gebiet des Wellenvorgangs enthalten ist: 


R 
[as = fZ pidy=nh mem) (8) 


ilt. 
Auf diese Weise kommen wir wieder auf die ErnstEINsche Bedingung, 
aus der die WILsoN-SOMMERFELDschen Formeln folgen. Ist insbesondere 
die Bahn eine geschlossene Kurve, so kann man sie für O wählen und die 
einzige Bedingung: 


ea) =nh (4) 


ansetzen. 

Das Problem ist also entartet und jeder stationäre Zustand wird durch 
eine einzige Quantenzahl beschrieben. 

Wäre also für die Bewegung der Materiewelle in den Atomen die geo- 
metrische Optik gültig, so würde die neue Mechanik sofort eine Deutung 
der geheimnisvollen Quantenbedingungen geben. Da nach den neuen 
Vorstellungen geometrische Optik und klassische Mechanik einander ent- 
sprechen, kann man sagen: Die Quantenbedingungen der alten Quanten- 
theorie waren die, die man bekommen mußte, solange man die Bewegungs- 
gleichungen der alten Mechanik beibehielt. Aber auf diese Weise erscheint 
die ganze alte Quantentheorie nur als eine erste Approximation, die in 
denselben Grenzen anwendbar ist wie die geometrische Optik. Sie ist aber, 
wie SCHRÖDINGER gezeigt hat, für die inneratomaren Bewegungen nicht 
mehr hinreichend. Die wesentliche Bedingung für ihre Anwendbarkeit 
war ja, daß die Ausbreitungsbedingungen in Abständen von der Ordnung 


der Wellenlänge sehr wenig schwankten. Nun ist die Wellenlänge, die zu 


einem Elektron im Atom gehört, gleich 2 =. u und da die Ge- 


schwindigkeit der Elektronen im Atom von der Ordnung 10° cm/sek ist, 
wird die Wellenlänge von der Ordnung 10-8 cm, d.h. von der Größen- 
ordnung des Atoms. Im Innern des Atoms sind aber die Ausbreitungs- 
bedingungen ungeheuer stark variabel, denn sie hängen von dem Po- 
tential F ab, das bei Annäherung an den Kern unbeschränkt wächst. Die 
Anwendung der geometrischen Optik ist also nicht mehr berechtigt. 
Zusammenfassend ist zu sagen, daß die obige Deutung der alten 
Quantenbedingungen uns zwar einen Lösungsweg zeigt, daß sie aber 
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auch zeigt, daß die alten Quantenbedingungen nicht als streng betrachtet 
_ werden dürfen und daß man die ganze Frage der Quantelung vom Stand- 
punkt der Wellenmechanik aus neu angreifen muß. 

Wie wird man hier einen stationären Quantenzustand definieren ? 
Nach den neuen Vorstellungen liegt der Gedanke nahe, daß einem statio- 
nären Zustand eine stationäre Welle y entspricht: 


2ri 


i [Zt+e] 


(5) 
Da y eine Lösung von (1) sein muß, gilt für die Amplitude die Gleichung: 


W= A Ynze 


8a? m 


Aa 4- p E Fey, z)]a =o. (6) 


Von der Amplitude a werden wir verlangen, daß sie eine endliche, 
eindeutige und stetige Funktion ist. Ferner führt das Interferenzprinzip 
zu der Annahme, daß a im Unendlichen verschwinden muß; würde näm- 
lich die Amplitude im Unendlichen nicht gegen Null gehen, so wäre das 
Integral f f f a? dv, dessen Integrand überall positiv ist, divergent. Die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß das Teilchen in einem endlichen Abstand vom 
betrachteten Atom wäre, würde verschwinden, und das stände im Wider- 
spruch mit der Annahme, daß das Teilchen mit zum Atom gehört und 
sich dort in einem stationären Zustand befindet. 

Vom Standpunkt der Wellenmechanik aus wird also das Problem 
der stationären Zustände eines Teilchens darauf zurückgeführt, die Werte 
von E zu finden, für die die Gleichung 


# 
8 n? m 


da + 7 [E — F(x,y,2)]a = 0 (7) 


eine stetige, eindeutige und beschränkte Lösung hat, die im Unendlichen 
verschwindet. Diese Werte von E sind die Energien der Quantenzustände 
des Teilchens. Das mathematische Problem ist sehr ähnlich zu dem Problem 
der Eigenschwingungen eines Stabes oder einer Membran, wenn man 
noch gewisse Grenzbedingungen hinzufügt. Die Grenzbedingung ist hier 
das Verschwinden von aim Unendlichen. Um dieses mathematische Problem 
zu untersuchen, führen wir folgende Bezeichnungen ein: 


8Sz:mE En? 
ne Ran) Ee FEY, (8) 


mit denen sich Gleichung (7) schreiben läßt: 
Aa+[u— R(z,y,z)]]a =0. (9) 
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Wir wollen beweisen, daß die Gleichung (9) nur dann Lösungen zuläßt, 
die in einem Raumgebiet D stetig, beschränkt und eindeutig sind und 
an den Grenzen dieses Gebiets verschwinden, falls die Konstante u ge- 
wisse Werte hat; diese speziellen Werte heißen die Eigenwerte der Glei- 
chung (9). Auf diese Weise hat man dann die Existenz gequantelter 
Energiewerte bewiesen. 

Zu jedem Eigenwert gehört im allgemeinen eine einzige Lösung von (9), 
die die aufgestellten Bedingungen befriedigt, sie heißt die Eigenfunktion 
zu diesem Wert von u. Wenn a, und a, zwei Eigenfunktionen zu zwei 
verschiedenen Eigenwerten u; und 4, sind, so werden wir zeigen, daß: 


JJS aa aw=0. (10) 


Mit andern Worten bilden die Eigenfunktionen ein orthogonales 
Funktionensystem. 

Um die physikalische Bedeutung dieser Theorie gut zu verstehen, 
ist es interessant, mit einigen einfachen klassischen Fällen von Gleichungen 
der Form (9) zu beginnen, für die R = 0 ist. 


.§ 2. Einfache Beispiele von Eigenschwingungen. Saiten und Membranen. 

a) Eingespannte Saite. Für die Ausbreitung einer elastischen Welle 
längs einer Saite, deren Enden eingespannt sind, genügt die transversale 
Verschiebung u an einem Punkt der Saite der Wellengleichung: 

0°? u 1 22u 

TE T Wow aa 
in der die Konstante V von den mechanischen Eigenschaften der Saite 
abhängt. Betrachtet man eine monochromatische stationäre Welle vom 
Typus: 


UEO e a a (12) 


so muß a der Gleichung 


r y: a=( (13) 
4 an? v2 
y: und R= Q0. 


Das Gebiet D ist hier das eindimensionale Gebiet der Saite in ihrer 
Gleichgewichtslage; nimmt man eines ihrer Enden als Anfangspunkt und 
bezeichnet mit l ihre Länge, so reicht D von æ = 0 bis z = l, und es muß 


genügen. Sie ist von der Form (9) mit u = 
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gelten a(0) = a(l) = 0. Bekanntlich hat die Gleichung (13) das allgemeine 
Integral: 

a = a Sin Bu x + «) (14) 
mit zwei willkürlichen Konstanten a, und g. Damit die Grenzbedingungen 


befriedigt sind, muß man « = 0 und = | = nn wählen, mit ganzzahligen n, 
d.h. die partikuläre Lösung: | 


. 


a, = asinn. (15) 
Die Eigenwerte sind also hier: ; 
NAIS j 
MT: (16) 


und die Funktionen (15) sind die zugehörigen Eigenfunktionen. 
Aus dem Fovrıerschen Theorem folgt, daß ein beliebiger Schwingungs- 
zustand der Saite durch die Funktion: 


u (x,t) = 2 (sinn cos 22v, t+ d sinn sin2 ar, t) (17) 
mit », = i dargestellt werden kann. (17) ist nämlich eine Lösung der 


Wellengleichung und verschwindet an den beiden Enden. Außerdem sieht. 
man leicht, daß sich nach dem Fourıer-Theorem die Konstanten c, und 
d, immer so wählen lassen, daß man für die Funktionen u(x, 0) und 
(> æt) 
ôt 
verschwinden. Da u einer Differentialgleichung genügt, die in der Zeit. 
von zweiter Ordnung ist, ist diese Funktion durch die Angabe von u (x, 0) 
ðu (x, t) 
und (SA 
kann also durch die Funktion (17) dargestellt werden. 
Es ist ferner bekannt, daß 


a beliebige stetige Funktionen vorgeben kann, die an den Grenzen 


5 eindeutig bestimmt. Jeder Schwingungszustand der Saite 


l 


[sinn sinw ds =0; n # wn. (18) 
0 


Die Eigenfunktionen sind also orthogonal, 
Sie sind übrigens nur bis auf einen konstanten Faktor (a, in (15)) 
definiert. Sie heißen ‚‚normiert‘‘, wenn diese Konstante so gewählt ist, daß: 


l 
falde =1. (19) 
0 
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Die normierten Eigenfunktionen sind hier: 


a,= v3 sinn u. ; (20) 


denn 
1 


£ AE L 
fsi ny ir=z. 
0 3 
b) Rechteckige Membran mit festen Rändern. Für die 
Schwingung einer ebenen rechteckigen Membran, deren Ränder fest- 
. gehalten sind, hat man das folgende Problem zu lösen: Bezeichnen A und B 
die Seiten des Rechtecks, so soll man eine beschränkte, stetige und ein- 
deutige Lösung der Gleichung 
orumo u 102% 
Te T a T T Tr (21) 
finden, die an den Grenzen des Bereichs D der Membran, d.h. für z = 0, 
x= Á; y=0, y= B, verschwindet. Wir betrachten wieder zunächst 
die monochromatischen stationären Schwingungen der Form: 


u (x, y, t) = a (x, y) e27i otta, (22) 
dann muß gelten: 
02a 02a 4 n? y? 3 
TaT ye G= U (23) 
Wir haben wieder eine Gleichung vom Typus (9) mit u= : ra d 


R = 0. Eine Lösung, die die gestellten Bedingungen befriedigt, bekommt 
man durch den Ansatz: 


W o wa NAE e NAY 


rt; anw =Sin Sin =. (24) 


Das sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Gleichung (23). Die 
Eigenfunktionen sind orthogonal, denn es ist 


AB 
0 


0 


AdB 
falls nicht m= n, m =n'. Wegen faz fayaiw=4.2, sind die 
0 0 
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normierten Funktionen: 


2 my 
Ann = Ta sinn T sinn -p> (26) 
Man kann beweisen, daß diese Eigenwerte und Eigenfunktionen (24) 
die einzigen sind, und daß jeder Schwingungszustand der Membran durch 
eine Funktion der Form: 


u, y D rn: (Caw sinn” sin n’ Z COS 2 Yan t 
nn' 
[242 


den sinn “sinn Zn Ad t) 


M Pan a T i Bi ` dargestellt werden kann. 

Wir En auf diese Beweise nicht näher ein. 

c) Kreisförmige Membran mit festem Rand. Wir wählen den 
Mittelpunkt der Membran als Ursprung eines Polarkoordinatensystems 


und wählen die Maßeinheiten so, daß der Radius gleich 1 wird. Die Wellen- 
gleichung ist hier: 


0?u 1 ðu 1 02u 1 32u 
du TE r AOL r2:90°? V?:o9t?’ (27) 


wo V wieder für die Membran charakteristisch ist. Wir setzen: 
r O = al, Hyeerte), (28) 


und erhalten für a die Gleichung: 


0?a 1 ôa 170207, Any? 
met atmet ra. (29) 
2 y2 
Sie ist wieder vom Typus (9) mit u = a und R = 0. Wir versuchen, 


für a das Produkt einer Funktion von r und einer Funktion von © an- 
zusetzen. 


a (r, ©) = f (r) -p (0) (80) 
und finden 
rd -2df ET 
Far ee (31) 


Die linke Seite von (31) hängt nur von r, die rechte Seite nur von 
O ab, die Gleichung kann also nur bestehen, wenn beide gleich derselben 
de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik. 13 
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Konstanten C sind. Demnach: 


d? 
u (32) 
Für negatives C würde eine Exponentialfunktion von © werden, und a 
könnte im Kreisgebiet D nicht eindeutig sein. C muß also positiv sein, 
und die allgemeine Lösung von (32) ist 


p = Asin (YC O + B) (33) 
mit beliebigen A und B. Die Eindeutigkeit von 9 verlangt, daß C das 


Quadrat einer ganzen Zahl ķ ist. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so 
haben wir wegen (31) 


di  1df K 

mana E a eN Ca 
Mit dem Ansatz ọ = r yu wird (34): 

df ldf k 

PPE f a a Or (35) 


Das ist eine Besseische Differentialgleichung von der Ordnung k. 
Wie man in den Lehrbüchern der Analysis beweist, hat diese Gleichung 
eine einzige Lösung, die für ọ = 0 endlich bleibt; das ist die Bessetsche 
Funktion von der Ordnung k, die durch die Reihe 

ot 


o“ o 
O= an a | aa (26) 


definiert wird. Wir können also setzen: 
f0) =J, (Vur), (37) 


aber unter der Bedingung, daß f (1) = J, (u) verschwindet. Die Eigen- 
werte von u sind also die Quadrate der Nullstellen der k-ten BesseLschen 
Funktion. Bezeichnet «,, die n-te Nullstelle von J,, so kann man die 
Eigenfunktionen schreiben: 


A;n (r, 0) = aji kOJ(e,„r) (k,n ganzzahlig) (38) 


und die Eigenwerte sind tpn = &%n 
Die Funktionen (38) sind orthogonal, d.h.: 


27 1 
faofr dr A kO J, (Cnr) sin ug Jy (mr) = 0, 
0 


cos 
0 


falls nicht k= KW, n=n. (39) 
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In der Tat ist 


w 


T 


O RO dO 0. 
cos 


cos 


og 


wenn k + k', und für k= k’ verschwindet das Integral auch, wenn 
man in einem Faktor den Sinus und im anderen den Kosinus wählt; 
man weiß ferner aus der Theorie der Besserschen Funktionen, daß: 


1 Jy (nr) Jy (ern r) =0. (40) 


Das Integral über das Produkt zweier verschiedener Eigenfunktionen 
ist also Null. 

Auch in diesem Fall läßt sich beweisen, daß die obigen Eigenwerte 
und -funktionen die einzigen sind und daß jede Schwingung der Membran 
in der Form: i 
u(r, 0O, t) = X [cpn 5n (kO + yya) Jy (Opn r) SN 2T Vyn t 

n,k 
+ dyn Sin (kO + ö,,) Jy (Cyn T) COS 27 Yag t) (41) 
ine geschrieben werden kann. 

§ 3. Der allgemeine Fall von Gleichung (9). Wir kehren wieder zur 
Gleichung (9) in ihrer allgemeinen Form (R 0) zurück und suchen 
beschränkte, eindeutige und stetige Funktionen, die an den Grenzen eines 
Raumgebiets D verschwinden. Ist M ger Punkt mit den Koordinaten 
T, Y, Z, so können wir schreiben: 


Aa(M)+ [u — R(M)]a(M)=0. (42) 


o AN a 


Die Bestimmung der Eigenwerte dieser Gleichung läßt sich auf die Auf- 
lösung einer linearen homogenen Integralgleichung zurückführen. Zum 
Beweis gehen wir vom GREENschen Satz aus: 


SS [U (M) AV (M) — V (M) AU (M)] dtm 


= | (vn 7@ -v (m) don. (43) 
S 


on 


Darin sind U und V eindeutige, stetige und beschränkte Funktionen in 
dem Bereich D, der durch die Fläche S begrenzt wird. Die Ableitung Z 


ist in Richtung der äußeren Normalen zur Fläche S zu nehmen. 
13* 
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Wir wählen für U(M) eine Eigenfunktion a(M) der betrachteten 
Gleichung. Sie ist nach Definition beschränkt, stetig und eindeutig und 
verschwindet auf S. Für V (M) setzen wir: 


V(M)=G(M, P) s +o(M, P)u (44) 


P ist ein beliebiger fester Punkt in D, und v(M, P) ist eine beschränkte 
eindeutige und stetige Funktion von der "Beschaffenheit, daß G (M, P) 
auf S verschwindet und in D an allen von P verschiedenen Punkten der 
Gleichung: 

Au@ (M, P) = R (M) G (M, P) (45) 
genügt. 

Das bedeutet also, daß wir für V die GREENsche Funktion der Gleichung 
Af= Rf für das Gebiet D und den Punkt P wählen. Die Existenz dieser 
Funktion setzen wir voraus. 

Zur Anwendung von Formel (43) müssen wir aus dem Gebiet D den 
Punkt P ausschließen, an dem die Funktion V unendlich wird; dazu um- 
geben wir den Punkt P mit einer kleinen Kugel o und bemerken, daß 
a(M) und G@(M, P) im Gebiet D außerhalb o stetig, beschränkt und ein- 
deutig sind, sie sind außerdem beide auf © Null. Dann liefert (43): 


SJS ta (00) ae m, P) — Q (M, P) 4a (M)) dtm 
-fff |a ER — G(M, Pe dom. (46) 


Wir lassen den Radius von ø gegen Null gehen, dann geht das zweite 
Flächenintegral gegen Null, weil der Wert von @(M,P) auf o wie der 
reziproke Radius wächst, während die Oberfläche der Kugel mit dem 
Quadrat des Radius abnimmt. Das erste Flächenintegral geht gegen 


P) | (ZG) do =4zaP). (47) 
Schließlich bekommt man als Grenzwert: 
P) =a] te M) 4G (M, P) — G (M, P) 4a(M))dtm. (48) 


Nach Definition befriedigen aber die Funktionen a und @ die Gleichungen: 
da(M) = [R(M)— uja (M), Au@(M,P)=R(M)G(M,P) (49) 
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und folglich ist: 
a(M)- AG(M,P)— G(M,P)- Aa(M)=u-a(M)G(M,P). (50) 


Vergleicht man dies mit (48), so sieht man, daß die Eigenfunktion a(M) 
eine Lösung der Integralgleichung : 


a( jew G (M, P) dıy (51) 
sein muß. 


Aus der Theorie der linearen Integralgleichungen weiß man, daß eine 
homogene Integralgleichung vom Typus (51) nur dann nicht verschwindende 
Lösungen hat, wenn u bestimmte Werte annimmt; diese Werte «,, deren 
es im übrigen unendlich viele gibt, sind die Eigenwerte der Integral- 
gleichung und unseres Schwingungsproblems. 

Im allgemeinen gehört zu jedem Wert u, nur eine einzige Funktion a, 
(bis auf einen konstanten Faktor); die Funktionen a,(M) sind die Eigen- 
funktionen der Integralgleichung und unseres Problems. 

Wenn der Bereich D endlich ist, so bilden die Eigenwerte eine diskrete 
Folge. Wenn D sich dagegen bis ins Unendliche erstreckt, wie es für Quan- 
telungsprobleme der Fall ist, so kann es auch eine stetige Folge von Eigen- 
werten geben. Man sagt zuweilen, daß die Gesamtheit der Eigenwerte 
das ‚Spektrum‘ der Integralgleichung (51) oder der Differentialgleichung (9) 
bildet, denn vom physikalischen Standpunkt aus bedeutet die Bestimmung 
der Eigenwerte im allgemeinen eine Bestimmung von Eigenschwingungen. 
Ist der Bereich D endlich, so ist das Spektrum notwendig diskontinuierlich, 
d. h. ein Linienspektrum, ist der Bereich unendlich, so können ein Linien- 
spektrum und ein kontinuierliches Spektrum nebeneinander auftreten. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß die Eigenfunktionen «(M) im allgemeinen 
ein Orthogonalsystem bilden. Wir betrachten zwei Eigenwerte u, und u, 
und die zugehörigen Eigenfunktionen a, und a,. Man hat 


Aa; + [u; — R(M]a,=0; Aa-+[u,— R(M]a,=0, (52) 
daraus 
a; Aa; — a; Aa; = (u, — 4,)Q;4;. (53) 


Integrieren wir über das ganze Gebiet D: 


JSS (@; 4a; —a, 4a;) dr = (u 4; — 4) SS aads. (54) 
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Nach dem Grexnschen Satz (Formel (43)) ist das Raumintegral gleich 
einem Flächenintegral über die Oberfläche von D und verschwindet also, 
weil die a, nach Definition auf dieser Oberfläche verschwinden. (54) gibt 
also: 


wm SS] aade =o0. (55) 


Das Integral über das Produkt zweier verschiedener Eigenfunktionen 
über das ganze Gebiet D verschwindet demnach; allerdings versagt dieser 
Schluß, wenn mehrere Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert gehören, 
denn dann ist u; = u,, und man darf aus der letzten Gleichung nicht 
mehr schließen, daß das Integral verschwindet. Dieser Fall entspricht 
genau der Entartung in der alten Mechanik, wo zu einem gequantelten 
Wert der Energie mehrere verschiedene Bewegungen gehörten. 

Wenn zu einem Eigenwert #, N verschiedene Eigenfunktionen «,,, 
Qia -.. Qiy gehören, so kann man sie immer mit Hilfe der linearen Sub- 
stitution 


= 304, . (k=V2.N) (56) 
5 


durch N neue Funktionen ersetzen. Damit die aj, orthogonal sind, muß 
man erreichen, daß: 


PIS ainatıdı = Sefch SSSa,,a,,dr=0 (k,u=1,2,...,.N). 523 
D jm D 


Das gibt 


also für die N Eigenfunktionen zum Eigenwert u; N unter sich orthogonale 
Funktionen wählen. Auf diese Weise bilden dann sämtliche Eigenfunktionen 
ein Orthogonalsystem. 


> s Bedingungen für die N? Koeffizienten c. Man kann 


Die Integrale S i f a; dt sind natürlich immer positiv. Man nennt das 


System von Eigenfunktionen normiert, wenn man die willkürlichen Fak- 
toren in jeder dieser Funktionen so gewählt hat, daß diese Integrale gleich 
Eins werden. 

Schließlich beweist man noch die folgende Eigenschaft der Eigen- 
funktionen einer partiellen Differentialgleichung für ein Gebiet D: Jede 
im Bereich D beschränkte, eindeutige und stetige Funktion /(g,), die 
an den Grenzen dieses Bereichs verschwindet, läßt sich in eine Reihe 
der folgenden Form entwickeln: 


I) = > 6,0 (9;) (58) 
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Wenn man die Möglichkeit dieser Entwicklung voraussetzt, so kann 
man sofort die Koeffizienten c, berechnen, indem man (58) mit a,dr 
multipliziert und über D integriert. Wegen der Orthogonalität der a, 
erhält man: 


6, = an ra)a,(q)dr. - (59) 


Wir betrachten z. B.den Fall eines gequantelten Systems, für das 
das Gebiet D unbeschränkt ist. A möge ein gewisses Operationszeichen, 
einen Operator bezeichnen. Ist die Funktion A fa} beschränkt, eindeutig, 
stetig und Null im Unendlichen, so kann man sie in eine Reihe nach Eigen- 
funktionen entwickeln : 


A {a;) = > A;r ar> (60) 


= JJS a, Ala} d. (61) 


Die Konstanten A,, bilden ein Schema mit unendlich vielen Zeilen und 
Kolonnen, eine unendliche Matrix. A,, heißt das Matrixelement mit den 
Indizes :, k zu dem Operator A. 

Für die vorangehenden Beweise hatten wir angenommen, daß die 
partielle Differentialgleichung sich auf drei Raumkoordinaten bezieht, 
und daß D ein dreidimensionales Gebiet ist. Die gleichen Formeln gelten, 
wenn die Gleichung nur eine oder zwei Variable enthält. Das Gebiet D 
ist dann zwei- oder eindimensional, wie in den Beispielen des letzten 
Paragraphen, und man hat einfach die Raumintegrale durch zweifache 
oder einfache Integrale zu ersetzen. Insbesondere bedeutet die Formel (58) 
für den Fall der schwingenden Saite nichts anderes als das FOURIER- 
Theorem, und (59) reduziert sich auf die klassischen Formeln für die 
Koeffizienten der FourIER-Reihe. 


mit 


$4. Quantelung von Systemen. Bisher hatten wir angenommen, daß 
das System, das wir quanteln wollten, aus einem einzigen Teilchen in 
einem gegebenen Kraftfeld besteht; für den Oszillator trifft das sicher zu 
und für das Wasserstoffatom gleichfalls, solange man die Rückwirkung 
des Elektrons auf den Kern vernachlässigt. Aber es kann auch notwendig 
sein, ein System aus mehreren Teilchen zu quanteln, die aufeinander 
Kräfte ausüben. Das gilt z. B. für die komplizierteren Atome mit mehreren 
Elektronen. In diesem Fall ist die ee 


T- Fm Nur) E av= (62) 
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Nehmen wir für y eine stationäre Welle der Form: 


were 


y (qp t) =a(q;)e m (63) 


so bekommen wir für a die Gleichung 
ða 5 
7 FÈ Vene] 4 IE F@)la=0. (64) 


Die Funktion a ist im Konfigurationsraum mit dem Linienelement 
ds? = X liy dq; dg, definiert. Sie muß dort beschränkt, eindeutig und 
stetig sein und im Unendlichen verschwinden. 

Wir nehmen an, daß es wieder unendlich viele Eigenwerte für die 
Gesamtenergie Æ des Systems gibt. Diese Eigenwerte sind die Energien 
der stationären Zustände. Zu ihnen gehören Eigenfunktionen a; (qı - - - qn); 
im allgemeinen gibt es nur eine Funktion zu jedem Eigenwert. Wenn zu 
demselben Eigenwert mehrere Eigenfunktionen gehören, so spricht man 
von Entartung. 

Es ist leicht zu beweisen, daß die Eigenfunktionen im allgemeinen 
untereinander orthogonal sind. Für zwei verschiedene Eigenwerte ŒE, 
und Em hat man nämlich: 


m mallee” aji See = - [F, i F (q;)] a =0, 


pikan] | 8 (65) 
„2 AL = + En Fan =O. 
Man findet daraus leicht: 
0a 1 ð ~ 
ffl Ie A aa era] <a PH; Bin (udg... 
-f. JE h? (= E,) a, Am Yu dq,.- .dq,- (66) 


Eine partielle Integration zeigt, daß das Integral auf der linken Seite 
gleich 


0% Odi IM Pqi 


Sms -(G8 a m) do Eada, 
n t 
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ist, es verschwindet also, weil ¿ und k Summationsbuchstaben sind, und 


uk = uk® ist. Es bleibt also: 


N ee. (67) 


0 


Gibt es also zu jedem Eigenwert nur eine einzige Eigenfunktion, so 
sind die sämtlichen Eigenfunktionen orthogonal. Gibt es dagegen mehrere 
Funktionen pro Eigenwert, so kann man sie durch die gleiche Zahl von 
Linearkombinationen ersetzen, die man so auswählt, daß die neuen Funk- 
tionen orthogonal sind. Andererseits kann man die Eigenfunktionen 


normieren, so daß ie J ardt =1. Man kann die Eigenfunktionen also 


immer als ee Orthogonalsystem betrachten. 

Jede im Konfigurationsraum beschränkte, eindeutige und stetige 
Funktion f(qı-..qn), die im Unendlichen verschwindet, kann in eine 
Reihe nach Eigenfunktionen entwickelt werden: 


I.) 235%, (68) 


mit 
Sta n)% (91 ++ ALIZ (69) 


Bezeichnet schließlich A einen Operator, und ist die Funktion A{a,} 
im Konfigurationsraum endlich, eindeutig, stetig und Null im Unend- 
lichen, so kann man setzen: 


A {a} = Pa Aa (70) 
mit 


A=- fa, 4la}dr 
n 
Die A, sind die Matrixelemente des Operators A. 


ACHTZEHNTES KAPITEL. 


Beispiele von Quantelung. 


$ 1. Ebener Rotator. Der einfachste Fall von Quantelung ist der ebene 
Rotator. Darunter verstehen wir ein Teilchen von der Masse m, das an 
einen Kreis mit dem Radius R gebunden ist. Wählt man den Mittelpunkt 
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als Pol, so kann man seine Lage durch das Azimut © als einzige Variable 
beschreiben. Nach den alten Vorstellungen ist dann: 


T=53mR 0"; pe = p= mR 0" (1) 
und die alte Quantelungsvorschrift liefert: 
ImR:0 40 - [muRao—nn (2) 
oder 
mv R = = ` (n ganz). (3) 
Daraus bekommt man als Energiewert: 
n? h? n? h? 


1 
E= Tg m gan aa (4) 


wenn I das Trägheitsmoment des Rotators bezeichnet. 
In der neuen Mechanik müssen wir von der Wellengleichung 


8 am 


datr [E— Fa = 0 (5) 


ausgehen, die hier die einfache Form: 


1 d?a Sn? m 
PI t h2 “Ea=0 (6) 
hat. 
Man hat also für a die Lösung: 
a (0) = Asin“ m ER(0 — 9,) (7) 


mit den beiden Integrationskonstanten A und ©,. Damit a eine eindeutige 
Funktion von © ist, ist notwendig: 


nn i ne ke Re Re 
m R 2nr=n oder wer een (8) 


Wir finden so wieder die alte Formel (4). 
Die Eigenfunktionen zu den Energiewerten (8) sind wegen (7) 


a, (9) = Asinn(0 — ©,) (9) 
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und die stationären (reduzierten) Wellen sind: 


am 
TE (Ent ta) 


Y, (0, t) = Asinn (O — 9,)e : (10) 
Die Funktionen (9) bilden ein Orthogonalsystem, denn für n + n’ gilt 


27 
f anan Rd® =0. Will man sie normieren, so hat man A = er zu 
0 T 


2m 
setzen, da R f sin?n (O — 0,)dO=aR. 
(0 


Will man die Wahrscheinlichkeitswolke einführen, die zu der stationären 
Welle y gehört, so sieht man, daß sie unbeweglich ist, denn die Geschwindig- 


keit v = — 1 grad g ihrer Elemente verschwindet. Die Dichte der Wolke, 
die die Wahrscheinlichkeit für die Lage des Teilchens liefert, ist gleich 
A sin? n(0 — 9,). 

Statt der stationären Wellen y kann man auch die folgenden be- 
trachten: i | 


2ri 


Eu oorra 
WY, = Are h | 27 ) (11) 


die man durch Superposition von zwei Wellen y, erhält. Die Wahrschein- 
lichkeitselemente, die zu y, gehören, haben die Geschwindigkeit: 


a nh 
mR2 a 


(11a) 


wegen (3), haben sie demnach dieselbe Geschwindigkeit wie das Teilchen 
in der klassischen Auffassung. In diesem Falle sind alle Punkte des Kreises 
als Orte des Teilchens gleich wahrscheinlich. 


§ 2. Räumlicher Rotator. Etwas komplizierter ist der Fall des räum- 
lichen Rotators. Er besteht aus einem Teilchen der Masse m, das ge- 
zwungen ist, sich auf einer Kugel vom Radius R zu bewegen. In der klas- 
sischen Mechanik muß es auf der Kugel notwendig eine geodätische Linie 
beschreiben, d.h. einen größten Kreis. Die Quantenbedingung und die 
Energien der stationären Bewegungszustände sind also in der alten Quanten- 
theorie dieselben wie für den ebenen Rotator. 

In der Wellenmechanik muß man von der Gleichung: 


Sntm 


dar m Ba=0 (12) 
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ausgehen. a kann man durch zwei Variable ausdrücken: Poldistanz @ 
und Azimut «. Auf der Kugel ist: 
.d®=R?dO?-+ R’sn’Oda?, (13) 
hieraus T 
Jua =R"; ga =O; | Jas = R? sin? O 
= R Sm O (14) 


1 a 1 
ms: Dr Ad res 


Man findet dann für Aa: 
1 ə ir 0a 1 ð ; ða ô 1 ða 
da= È 35100" ra] mano a0 (+ ne (18) 
Die Gleichung für a ist also schließlich: 


e oN 1.8a aA 
File arora a m (16) 


Man beweist in der Analysis, daß diese Gleichung nur dann Lösungen 
zuläßt, die auf der Kugel einschließlich der Pole beschränkt, eindeutig 
und stetig sind, wenn der Koeffizient von a gleich dem Produkt zweier 
aufeinanderfolgender ganzer, nicht negativer Zahlen ist. 

Die Eigenwerte für E sind also: 


E=n(n+ 1) Coe osa T E (17) 


h? 
8 a m R? 
Die zugehörigen Eigenfunktionen sind die LarLaczschen Kugelfunk- 
tionen Y„ (9,«). Sie lassen sich durch trigonometrische Funktionen und 
LEGEnDREsche Polynome ausdrücken. Die Legenpreschen Polynome 
werden definiert durch: 


a e 


P, (£) = Ian da" Ki (18) 

Mit Hilfe der Polynome P, definiert man die zugeordneten Funktionen: 
£z qk 

C EEE E VANES (19) 


Unter Benutzung dieser Definitionen drücken sich die Funktionen Y von 
Larracr folgendermaßen aus: 


YOTA PG cos k « + B, sin k «) PF (cos O). (20) 
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Die 4, und B, sind beliebige Konstanten. Mithin sind die stationären 
Wellen für den räumlichen Rotator: 


Sam t+y] 


a (96,1) = 24 cos kæ + B,sink.«) PF (cos oe . (21) 


Man wird bemerken, das hier wieder eine Entartung vorliegt: für den 
gleichen Eigenwert E, kann man durch verschiedene Wahl der (2 n + 1) 
Konstanten A,, 41; --- Án» Bi. -. Bn (2n + 1) verschiedene Funktionen 
bekommen. Die Funktionen Y, sind orthogonal; das folgt aus dem all- 
gemeinen Satz des letzten Kapitels, da sie die Eigenfunktionen einer 
partiellen Differentialgleichung sind. 

DieWahrscheinlichkeitselemente, die zur stationären Welle %, RN 
sind unbeweglich, und ihre Dichte an einem Punkt der Kugel ist Yz. 

Da es hier mehrere Eigenfunktionen zu einem Eigenwert gibt, so kann 
man zahlreiche Linearkombinationen von stationären Wellen bilden, deren 
Superpositionen wieder monochromatische Wellen sind. Die einfachsten 
sind: 


Pai (Ent ttt) 


Yar (O, œ, t) = A’ PE (cos O) e® (22) 


Die Wahrscheinlichkeitselemente zu y,, beschreiben parallele Kreise 


i auf der Kugel mit der Geschwindigkeit v = — = o = nz = 
die Wahrscheinlichkeitsdichte hängt nur vonder Poldistanz ab und ist gleich 
[Æ PF (cos O)]?. 


‚ Man könnte noch kompliziertere Bewegungen für die Wahrscheinlich- 
keitselemente dadurch bekommen, daß man stationäre Lösungen super- 
poniert, die zu verschiedenen Orientierungen der Polarachse gehören. 


$3. Harmonischer Oszillator. Wir wollen jetzt den Fall des linearen 
harmonischen Oszillators untersuchen. Er besteht aus einem Teilchen 
der Masse m, das sich längs einer Geraden OX bewegen kann und nach dem 
Punkte O durch eine Kraft — Kx proportional der Elongation zurück- 
gezogen wird. In der alten Mechanik ist, wie wir schon zu Beginn des 
Kapitels 16 gesehen haben, die a unabhängig von der Amplitude 
der Schwingung und gleich: 


1 E 7 1 


er alte Quantentheorie liefert für die Energie der stationären Zustände: 


E, =hno. (24) 
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Nach der neuen Mechanik wird die Differentialgleichung der Amplitude a: 


d?a , Sn?m Kx? 
ee eo 
Wir setzen: i 
8 m? 4n?mK 16mm oa? 
A= ur B= n zer er —. (26) 
Damit wird Gleichung (25) 
+ (4B-Bo)a=0. (27) 
Wir machen die Transformation: 
g— JB (28) 
und setzen: 
AE 
Sa . 29 
ur (29) 
Dann erhalten wir: 
a a (30) 
dq? q E OT = 
Wir behaupten, daß die Eigenwerte dieser Gleichung: 
i=1,9, 3... 2Rn-1.. (31) 
sind. Führen wir nämlich in (30) eine neue Funktion u durch: 
fuon 
a()=e "u(g) (32) 
ein, so bekommen wir: 
d? d 
7 nu Oet; (83) 


da die Funktion u beschränkt, eindeutig und stetig sein muß, so läßt 
sie sich in eine Reihe nach positiven Potenzen von g entwickeln: 


u=0 tad +,s ++,” + (34) 


die wir in (33) einsetzen. Wir setzen den Koeffizienten von q” gleich 0 
und finden: 


(n+ 2) (n +1) eps =(@n—A+1)e,, 
das heißt: 


N an+1-—4 
nta = mH) n° 


c (35) 
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Man bekommt alle c, mit geradem Index aus c,, alle mit ungeradem 
aus cı. Die Konstanten c, und c, sind also die Integrationskonstanten 
der Gleichung (33). Wir nehmen zuerst an, daß A gleich einer ungeraden 
Zahl 2 k + 1 ist; k ist eine beliebige ganze Zahl. Ist k ungerade, so setzen 
wir co = 0 und wählen c, beliebig; ist % gerade, so wählen wir c, = 0 
und co beliebig. Wir bekommen auf diese Weise eine Funktion u (q), die 
sich auf ein Polynom k-ten Grades reduziert, das unter dem Namen k-tes 


Hermrresches Polynom H, (q) bekannt ist. Die Funktion a=e ° H, (q) 
ist endlich, eindeutig und stetig und verschwindet für g = + œ; sie ist 
also eine Eigenfunktion von (30). Wählen wir c, und c, anders als oben, 
so bekommen wir eine endliche Zahl von Gliedern mit geradem Exponenten 
und eine unendliche Zahl mit ungeradem Exponenten, oder umgekehrt. 
q2 
Man überlegt leicht, daß dann u (q) schneller als e° gegen oo geht, wenn 
q unbeschränkt wächst. Die zugehörige Funktion a(q) ist also keine 
Eigenfunktion. 
Nehmen wir nun an, daß å nicht gleich einer ungeraden ganzen Zahl 
ist; dann bekommt man bei beliebiger Wahl von c, und c, für u(g) eine 
q2 
Reihe, die rascher als e” unendlich wird, wenn q unbeschränkt wächst, 
und die Funktion a(g), die dazu gehört, erfüllt unsere Bedingungen nicht. 
Alles in allem läßt also die Differentialgleichung (30) nur für å = 2 k + 1 
eine beschränkte, stetige und im Unendlichen verschwindende Lösung zu, 
k ist dabei ganz und nicht negativ. Die zugehörigen Eigenfunktionen sind: 
g d 


a,(gQ)= e m (q). (86) 


In der Theorie der Hermiteschen Polynome wird bewiesen, daß die 
Funktionen a, orthogonal sind; das folgt im übrigen auch aus dem all- 
gemeinen Satz über die Orthogonalität der Eigenfunktionen einer Gleichung 
vom Typus (30). Ferner läßt sich beweisen, daß: 


| me tag ara: =, (87) 
so daß die normierten Funktionen hier: 
q? 
il Era 
a; (q) =e (q) (38) 


V2* k! ya 


sind. 
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-Wir gehen nun auf unser Quantelungsproblem zurück. Die Gleichung (27) 
läßt nach dem Vorstehenden die Eigenwerte: 


B= (k+) -@r+ 2 =(k+4)ho (39) 


zu. 

Dieses Ergebnis ist deswegen bemerkenswert, weil wir auf das Gesetz 
der halben Quantenzahlen kommen, das man nach den Versuchen er- 
wartet hatte, das aber die alte Quantentheorie nicht rechtfertigen konnte. 
Die normierte Eigenfunktion von (27) zum Eigenwert E, ist: 


2n2mo 


a= TER ik ii (2 = z) (40) 


und die stationäre Welle der Ordnung %: 


Dee mal (ea) ei 
h (0) 2 
Wy Ca t) = Vor t Ya e H, (2 T z e š (41) 


Wenn der Zustand des Oszillators durch y, gegeben wird, so sind die 

Wahrscheinlichkeitselemente unbeweglich. Die Wahrscheinlichkeit, das 

4n2om , 
Teilchen am Punkte x zu finden, ist —l—e ” HE (2n "2 2). 
2% k! Ya h 

Man sieht also, daß das Teilchen an irgendeinem Punkt der Geraden OX 
liegen kann, aber die Wahrscheinlichkeit dafür, daß es sehr weit vom 
Punkt O entfernt ist, ist sehr klein. In der klassischen Mechanik vollzieht 
sich die Bewegung auf einem begrenzten Stück der x-Achse, zwischen den 
beiden Umkehrpunkten. In diesem Sinne besteht also ein großer Unter- 
schied zwischen der klassischen und der neuen Mechanik. 

Man kann auch einen harmonischen Oszillator in zwei oder drei Di- 
mensionen betrachten. Im dreidimensionalen Fall kann sich das Teilchen 
in jeder Richtung bewegen, und die potentielle Energie läßt sich durch 
Wahl eines geeigneten rechtwinkligen Koordinatensystems in der Form: 


k, x? | kg x k; z? 
F(s y 2) = z an nn + 7 (42) 


schreiben. Wir setzen: 


ZATE, + E+E) 
y (£, Y, z, t) = a, (£) a, (Y) a; (2) e , (43) 
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dann zerfällt die Wellengleichung in drei Gleichungen der folgenden Art: 


d?a, | Snem 


+ Ba-%a=0. (44) 


Nach dem obigen Resultat für den linearen Oszillator sieht man, daß 
die gequantelten Energiewerte: 


Emmm =E, +B, +E, = (n,+5) ho, + (n,+3)ho,+ (mt 5) hos (45) 


1 k 
=) (46) 
sind. 


Die Amplitude der stationären y-Wellen läßt sich als ein Produkt 
von Hrrmiteschen Polynomen schreiben. 

Sind zwei der Konstanten %, gleich, so ist das Problem teilweise ent- 
artet; wenn alle drei %, gleich sind, so liegt vollständige Entartung vor, 
und der Oszillator ist dann isotrop. In beiden Fällen fallen mehrere Eigen- 
werte zusammen, d.h. es gibt mehrere stationäre Zustände mit derselben 
Energie. 


mit 


$ 4. Wasserstoffatom. Wir kommen jetzt zu dem besonders wichtigen 
Fall des Wasserstoffatoms. Es besteht aus einem unbeweglichen positiven 
Kern mit der Ladung +e und einem darum beweglichen Elektron 
mit der Ladung — e. Wir wählen sphärische Polarkoordinaten um 
den Kern: Azimut «, Poldistanz © und Radius r. In diesen Koordina- 
ten ist: 


ds? = dr’ + r?° dO? + rsin? Od&?, (47) 


daraus: 


Hier ist die Gleichung für a: 


oe wrlerilemı. 


de Broglie, Einführung in die Wellenmechanik, 14 
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also mit den obigen Werten 


2 da 1 1 8a 
Fr in r ôr D ER S[sino? l+ meo ĝa? 


y AnaS )a 0. (50) 


SCHRÖDINGER hat bewiesen, daß diese Gleichung für alle positiven Werte 
von E und für die negativen Werte: 


2 n? m et 


l E, =— ne he (n ganz) (51) 


n 


beschränkte, stetige, eindeutige und im Unendlichen verschwindende 
Lösungen zuläßt. - 

Die positiven Eigenwerte entsprechen den Hyperbelbahnen der klas- 
sischen Mechanik, die negativen Eigenwerte den stationären Zuständen, 
wie sie schon BomR angegeben hat, denn die Formel (51) deckt sich genau 
mit der Grundformel der Bomrschen Theorie. 

Man sieht, daß wir ein stetiges Gebiet von Eigenwerten als Fortsetzung 
einer diskreten Folge haben; wir hatten schon bemerkt, daß dieser Um- 
stand eintreten kann, wenn das Gebiet D, für das wir die Eigenschwingungen 
finden wollen, unbegrenzt ist, und das ist hier offenbar der Fall. 

Das Problem ist entartet: zu jedem Eigenwert (51) gehören mehrere 
Eigenfunktionen, von denen jede zur vollständigen Bestimmung die An- 
gabe von zwei ganzen Zahlen % und k, verlangt, für die : 


(Ska, Clk Sk (52) 


Nach den Rechnungen von SCHRÖDINGER ist die stationäre Welle mit 
den drei Quantenzahlen n, k, kų durch 


Wn kk (r, O, &, t) 
SEE (Ent+y) 


= (Acos k, « + B sin k, «) Pf (cos O) x" e~” Int; (æ) e (53) 


gegeben, in der 4, B undy Konstanten sind und g die Größe À = ey y be- 


zeichnet. Die Polynome Pf: (cos ©) haben wir schon im zweiten Para- 
graphen dieses Kapitels eingeführt; L3*}' (x) ist ein Polynom in z, 
das eng mit den Lacunkreschen Polynomen zusammenhängt, und dessen 
Form wir nicht näher bezeichnen wollen. 

Die Wahrscheinlichkeitselemente zu „xx, sind unbeweglich, und die 
Dichte der Wahrscheinlichkeitswolke ist dem Quadrat der Amplitude 
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proportional. Wie beim Oszillator können wir bemerken, daß eine end- 
liche Wahrscheinlichkeit dafür besteht, daß das Elektron sich in irgend- 
einem Abstand vom Kern befindet, die allerdings mit dem Abstand sehr 
rasch abnimmt. Nach der alten Mechanik dagegen kann ein Elektron 
mit der negativen Energie E, niemals die Kugel mit dem Radius 

e? 

R,=- 7, (54) 
verlassen, denn außerhalb dieser Kugel müßte seine kinetische Energie 
negativ sein, und das ist unmöglich. 

Durch Kombinationen von stationären Wellen des Typus (53) kann 
man sehr viele stationäre monochromatische Wellen konstruieren. Man 
braucht dafür nur mehrere Ypy, zu demselben Wert von n, aber ver- 
schiedenen % und k, oder auch zu verschiedenen Orientierungen der Polar- 
achse zusammenzusetzen. Eine der einfachsten Kombinationen ist: 

2ri 


h 

Ent+kı -—-a+y 

, ! pE k —z r2k+1 h (En 27 ) 
Unei A Dr (6680) e " Insz (me 7 


(55) 


Die Wahrscheinlichkeitselemente, die zu der stationären Welle %, 
gehören, laufen auf Kreisen um die Polarachse mit einer Geschwindigkeit, 
die vom Radiusvektor r und der Poldistanz © durch die Beziehung 


1 09 1 h 


mrsin® re k (56) 


v = — | | grad |=— ——— k- 
Ta miS K mrsinO 12x 


abhängt. Diese Formel steht der Formel mvr = k gegenüber, 


die die alte Quantentheorie für die Bewegung des Teilchens lieferte. 


NEUNZEHNTES KAPITEL. 
Bedeutung der v-Wellen für gequantelte Systeme. 


$1. Anwendung der allgemeinen Prinzipien auf gequantelte Systeme. 
Die allgemeine Wellengleichung für ein System, das keinen äußeren Kräften 
unterworfen ist, ist: 


LT a 0 une] _ 8 _ Ani dv 
rl le he er a) 


Besteht das System aus einem einzigen Teilchen, wie in den Beispielen 
des vorigen Paragraphen, so reduziert sich (1) auf: 


ee (2) 
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Den Gleichungen (1) und (2) genügen alle Linearkombinationen von 
stationären Wellen yx. Die Frequenzen dieser Wellen bekommt man durch 
Division ihrer Eigenwerte Æ, durch h. Umgekehrt läßt sich jede end- 
liche, eindeutige und stetige Funktion, die im Unendlichen verschwindet, 
in eine Reihe von Eigenfunktionen entwickeln. Wir können also immer 
setzen: 


En ee 


v1) = 20,0 ve (3) 


Die Funktionen a, sind orthogonal, und man kann sie als normiert 
voraussetzen. Wir nehmen an, daß die cą so gewählt sind, daß 2 c =1, 


was immer möglich ist, weil y nur bis auf einen konstanten Faktor de- 
finiert ist. 

Um die Bedeutung der Welle y zu finden, werden wir von unsern 
beiden Grundprinzipien Gebrauch machen, dem Interferenzprinzip und 
dem Prinzip der spektralen Zerlegung. 

Nach dem Interferenzprinzip ist die Wahrscheinlichkeit für die An- 
wesenheit des Teilchens an einem Raumpunkt bzw. des Bildpunktes an 
einem Punkt des Konfigurationsraumes: 


2rÜ 
A -p (Er Ettr” 
Yy TEOR 


= Delad 20,000 E i a d (4) 


k k<l 


Es ist bemerkenswert, daß in diesem Ausdruck gerade die Frequenzen 
=a auftreten, die in dem Bonrschen Frequenzgesetz vorkommen, und 
auf diese Weise erklärt es sich, warum die Spektrallinien gleich den Dif- 
ferenzen der Spektralterme =. des Atoms sind. 


Der Ausdruck (4) gibt die absolute Wahrscheinlichkeit, denn durch 
Integration bekommt man: 


Se uate (5) 
wegen der Beziehungen: 


I Saad=0; JS Sadı=1; Za-l1. (6) 
f n ó 
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Wie müssen wir hier das Prinzip der spektralen Zerlegung aussprechen? 
Nach BorN muß man sagen: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das ge 
quantelte System, zu dem die Welle (3) gehört, bei einer Beobachtung 
in dem stationären Zustand mit dem Index % angetroffen wird, ist cf. 
Die Intensität c% az (q;) der spektralen Komponente mit der Frequenz in 
der Entwicklung (3) ändert sich zwar von Punkt zu Punkt, aber die Ge- 


samtintensität dieser Komponente f --- f c ag (q) dr ist gleich co}, weil die 
A 


%, normiert sind; es ist also vernünftig, die c als die relativen Wahr- 
scheinlichkeiten der verschiedenen Zustände des Systems anzusprechen, 
das zu der Welle (3) gehört. 


Diese Formulierung des Prinzips der spektralen Zerlegung für ge- 
quantelte Systeme scheint auf den ersten Blick eine Schwierigkeit zu er- 
zeugen, deren nähere Untersuchung interessant ist. Wir wollen diesen 
Einwand am Fall eines einzigen Teilchens auseinandersetzen: ‚Das Teil- 
chen“, könnte man sagen, ‚ist in einem der stationären Zustände, und 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das z.B. der Zustand E, ist, ist cf; 
wenn es andererseits im Zustand E, ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß man es am Punkt z,y,z findet, a?(x, y,z). Wegen der Sätze über 
Zusammensetzung von Wahrscheinlichkeiten muß also die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß sich das Teilchen am Punkt x,y,z befindet, I) cz az (x, yY, 2) 
sein. Das ist aber keineswegs gleich yy*, denn in dem Ausdruck (4) gibt 
es außer dem Glied X cf az; die oszillierenden Glieder mit den Borkschen 
Frequenzen. Unsere beiden Grundprinzipien widersprechen sich also.“ 


Das ist der Einwand. Um ihn zu widerlegen, muß man sich die genaue 
Bedeutung überlegen, die die Bour-HEisengerssche Theorie der Welle y 
zuschreibt. Wenn unsere Kenntnis über ein gequanteltes System durch 
eine Welle von der Form (3) dargestellt wird, so heißt das nicht, daß das 
System sich wirklich in einem der gequantelten Zustände befindet, und 
daß die Wahrscheinlichkeit c, dafür besteht, daß das der Zustand mit 
der Energie E ist. Aus der Kenntnis der Welle können wir vielmehr nur 
folgendes schließen: Wenn wir ein Experiment machen, das dem Teilchen 
des gequantelten Systems einen bestimmten Ort zuschreibt, so besteht 
die Wahrscheinlichkeit y(z,y,2)y* (x,y,2)dadydz dafür, daß dieser 
Ort in dem Volumenelement dæ dydz liegt; machen wir dagegen ein 
Experiment, das den energetischen Zustand des Teilchens eindeutig fest- 
legt, so besteht die Wahrscheinlichkeit c}, es im Zustand E, zu finden. 
Aber nach der Auffassung von HEISENBERG ist es von grundlegender Be- 
deutung, daß diese beiden möglichen Experimente den anfänglichen Zu- 
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stand stören werden, und zwar in verschiedener Weise; aus diesem Grunde 
ist die Anwendung der Formel für die Zusammensetzung von Wahr- 
scheinlichkeiten ungerechtfertigt. Wenn man die Ortsbestimmung so vor- 
nimmt, daß man zuerst den energetischen Zustand des Teilchens bestimmt 
und nach dieser Messung seinen Ort beobachtet, so wird die Wahrschein- 
lichkeit, das Teilchen am Punkt x, y, z zu finden, wirklich Sc; a, (x,Y,2) 
sein. Aber es besteht kein Grund, daß diese Wahrscheinlichkeit gleich der 
Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß man das Teilchen mit einer direkten Orts- 
messung, die vom ursprünglichen Zustand ausgeht, in x, y, z finden würde, 
denn die vorhergegangene Energiemessung stört den Zustand des Systems 
vollständig. Das Ziel dieses Einwandes war, zu zeigen, daß die Annahme 
daß ein gequanteltes System notwendig durch jede Messung oder 
Beobachtung gestört wird, unerläßlich erscheint, wenn man Inter- 
ferenzprinzip und Prinzip der spektralen Zerlegung gleichzeitig beibe- 
halten will. 


$?2. Einfluß einer äußeren Kraft auf ein gequanteltes System. Wir 
wollen nun annehmen, daß das gequantelte System einer äußeren Störung 
unterworfen wird, die von der Zeit abhängen kann. Die potentielle Energie 
F (q;, t) besteht dann aus zwei Gliedern: ein Glied V (g,) für die Wirkung 
zwischen den Bestandteilen des Systems und ein Glied R(q,, t) für das 
äußere störende Feld. R nennen wir Störungspotential. Bei Abwesen- 
heit des störenden Feldes ist die SCHRÖDINGER-Gleichung für das 
System: 


1 â er OUT SR 
TEU + 7 E-V@)la—0. (7) 
Bezeichnen wir wieder mit a,(g;) die orthogonalen und normierten Eigen- 
funktionen dieser Gleichung, so ist die allgemeinste Welle für das be- 
trachtete System: 


2ni 
h 


y (q, t) = à Cpa, (qi) e 


(E t+) 


(8) 
mit reellen Konstanten c, und y,. 


Wenn das System der Störung unterworfen wird, so hat man die 
Gleichung: 


1 ð Fe ' oy 8 m? P 
ANA Aa a AO a o 
ù, k 
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zu lösen. Die einfachste Methode, um die Lösungen dieser Gleichungen 
zu finden, beruht auf dem Ansatz: 

St E ttr (01 


Y (dp t) = z c, (i)a, (9,) e ; (10) 


wobei wir jetzt c, und y, als Funktionen der Zeit betrachten wollen. Das 
ist die Diracsche Methode der Variation der Konstanten. Durch Ein- 
setzen von (10) in (9) bekommt man: 


nù 
AE, t+ 0] 
R(q, t) PAO t) a, (g,) e 


- Adi Set E tty, 01 (der 2ni dyk 
RF h D alq)e” are E He k h E), (11) 
k 


Wir multiplizieren mit a (q,)dr und integrieren über den ganzen Kon- 
figurationsraum. Es kommt: 


O S 2i 
ie WELL za o h tt 
N E di 
PA E 3 ; 
8n? ——IE,t+y,@] 
=- F 0, Be ff Ea t)a a dt. (12) 
k n 


Das Integral ist das Matrixelement mit den Indizes k,l, zu dem Ope- 
rator: Multiplikation mit R(q,,t). Wir bezeichnen es mit R,,(t). Man 
hat dann: 


’ 


der Dat dan. 2mi j e K en 
aE r aie k À Ral) t) c, (t (13) 


durch Übergang zum konjugiert Komplexen: 


da 2aæi dy ri IR e e, —E)t+y,0-7,0] ; 
re 2 P vil . (14) 


Durch Addition und Subtraktion von (13) und (14) bekommt man die 
beiden reellen Gleichungen: 


a -FA Ru Te a AE m EnO noT (13) 


2 PA FURL: E DEn Onl. (19) 


A za 
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Das ist ein System von linearen Gleichungen, das die c, (t) und die y; (t) 
bestimmt, wenn ihre Anfangswerte gegeben sind. 

Nach Born bedeutet die Größe c(t) die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß sich das System zur Zeit 2 im Zustand mit der Energie E, befindet. 
Die Größe 2 ck (t), die nach Voraussetzung beim Beginn der Störung 


gleich 1 war, un also dauernd gleich 1 bleiben. Man verifiziert das leicht: 
man hat nämlich gemäß (13) 


dc, d 1)? 
DaT = F T aa 
nn N) cosin “Z [(E, — E) t + Ys — d: (17) 
kl 


und die Summe auf der rechten Seite verschwindet, denn sie ändert das 
Vorzeichen, wenn man die Indizes & und / vertauscht. >20; ist also konstant 
7 


und behält seinen Anfangswert 1 bei. 

In der obigen Formulierung stößt die Bornsche Hypothese auf eine 

2zi 

kleine Schwierigkeit. Die Funktionen y,—a,e ” stellen nämlich 
die stationären Wellen für den Fall dar, daß die Störung nicht existiert, die 
potentielle Energie also V (g,) ist, aber in einem Augenblick t, während 
die Störung besteht, ist die potentielle Energie V (q;) + R(g,,r), und 
die Eigenfunktionen und Eigenwerte sind in diesem Augenblick aus der 
Gleichung: 


PAARE ik +3 Tr E= V (a, — R (qa i)a = 0 (18) 


zu bestimmen, in der r als konstanter Parameter zu behandeln ist. Die 
Eigenwerte E; der Gleichung (18) hat man als die Energie der stationären 
Zustände zur Zeit t aufzufassen. Macht man nämlich zur Zeit r ein Ex- 
periment, um den energetischen Zustand des Systems zu bestimmen, so 
kann man für die Energie einen der Werte EZ; finden, aber es liegt gar 
kein Grund vor, einen der Werte E, des störungsfreien Problems zu finden. 
Wenn a; (q,) die Eigenfunktionen der Gleichung (18) zu den EZ; sind, so 
hat man die Wellenfunktion y(g,, t) in eine Reihe nach Eigenfunktionen 
zu entwickeln: 


TAR 
BE +04] 


Y (qp t) = P) d, (t)ar (q,) e > (19) 
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und die Größe d;(t) gibt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das System 
zur Zeit t im Zustand Æ% ist (Fock). 

Hat man es mit einer Störung von begrenzter Dauer zu tun, die zur 
Zeit 0 beginnt und zur Zeit T beendetist, soist R(g,0)= Ound R(q, T) = 0 
und folglich Æ; = Ef = E,. Dann kann man die Koeffizienten c, der 
Entwicklung (8) benutzen und sagen, daß c,(7) die Wahrscheinlichkeit 
dafür ist, daß nach Beendung der Störung das System die Energie E 
hat. In diesem Falle verschwindet die Schwierigkeit also dadurch, daß 
die Eigenwerte der Gleichung (18) nach Ablauf der Störung wieder ihre 
Anfangswerte angenommen haben. Mit Born kann man dann die Wahr- 
scheinlichkeit berechnen, daß nach Beendigung der Störung das System 
in diesem oder jenem Zustand zurückbleibt. Wir werden nicht auf alle 
Einzelheiten und Anwendungen dieser allgemeinen Idee eingehen, die 
allein schon ein ganzes Buch füllen würde; wir wollten nur zeigen, wie 
hier das Prinzip der spektralen Zerlegung ein Anwendungsgebiet findet. 


$3. Die Wahrscheinlichkeitswolke und Hrısengeres Matrizen. Wir 
können hier weder die ScHRöDInGERsche Theorie der Emission von Licht 
durch Atome noch die Methode der HEISENBERGschen Matrizen entwickeln, 
sondern begnügen uns damit, zu zeigen, wie man im einfachen Fall des 
Wasserstoffatoms durch Betrachtung der Wahrscheinlichkeitswolke, die 
zur Welle y gehört, auf die HrısenBErsschen Matrixelemente kommen 
kann. Im Wasserstoffatom hat man nur ein einziges bewegliches Teilchen, 
und man kann drei rechtwinklige Koordinaten q4, q2;q wählen. Wir 
definieren die sechs Operationen Q’ und P? durch die Formel: 


Q? = Multiplikatiof mit q, 
Be @=1,2,3). (20) 


22709 


Nach der Definition, die wir für die Matrixelemente eines Operators 
gegeben haben (Gleichung (61) des 17. Kapitels), bekommen wir für die 
sechs Matrixelemente der Q? und P? zu den Indizes k, 1l: 


Qir= Jff a qdr, (21) 
P= ff Saa ES dr D (22) 


wenn die a die normierten Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms sind. 
Wir schreiben für das betrachtete System die Wellenfunktion 


YE DO a, (q> fa» q3) PANT E (23) 
k 
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Wir können nun die Wahrscheinlichkeitswolke betrachten, die zu 
dieser Form von y gehört. Ihre Dichte ist: 


0 = 0° = Pe E a E amd: (24) 


und nach der Formel (37), Kapitel 9, wird die Geschwindigkeitskomponente 
der Wahrscheinlichkeitselemente in der Richtung g ;: 


„au _ u 
ER EL ME, a 04° qm 
GT mou Arim a? 
= D aala an) sin 2al) 8) 
Dam L, r hr (Pk Ig; t Iq; k 1 k 1 


Wir denken uns nun die elektrische Ladung des Teilchens gleichmäßig 
auf alle Wahrscheinlichkeitselemente verteilt, so daß die Gesamtladung: 


[SS eedı=e 
ist. 


Die Dichte stellt, wenn man so sagen will, die wahrscheinlichste mittlere 
Ladungsdichte im Atom dar, und das elektrische Moment der Wahr- 
scheinlichkeitswolke hat als Komponente in der g,-Richtung die Größe 


M,= Jff eeq,d: 


= const +2 Ye, ce fff a,a,g;dr-cos2r[, —r)t+ y, — yl- (26) 
<I 


Die Komponente des elektrischen Moments enthält also periodisch 
veränderliche Glieder mit den Frequenzen v, — v, die gleich den Bomer- 
schen Frequenzen sind. Die Amplitude des Gliedes mit der Frequenz 
v, —», ist proportional zu Qł,. Das gibt in gewissem Maße eine physi- 
kalische Interpretation der Matrixelemente Qf, die HEISENBERG ein- 
geführt hat. 

Die elektrische Dichte der Wahrscheinlichkeitswolke ist zeitlich ver- 
änderlich, es fließen also elektrische Ströme. Im Innern der Wolke ist 
die Komponente des Stroms in der Richtung g;: 


T,= SJJ eevdr, (27) 
und folglich gemäß (25) 


J= PALICE TRE. a) dr-sin 2 a[(», — i) t + y, — y] 
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gleich Realteil von 
2e h 0a, 00; s EA = 
A a rg 32) Are en m. 09) 


Die Stromkomponenten zerfallen also in periodische Glieder mit den 
Bonzschen Frequenzen und die Amplitude des Gliedes mit der Frequenz 
V, — v, ist proportional der Größe: 


E E E eo 


Die erste Gleichung (29) bekommt man durch eine partielle Integration, weil 
die a, im Unendlichen verschwinden. In gewissem Sinne bekommt man 
so eine physikalische Interpretation der Hrısensersschen P},. 

Aus dem Obigen geht auch hervor, daß, falls ô die Ladungsdichte der 
Wahrscheinlichkeitswolke und 7, die Komponenten der zugehörigen Strom- 
dichte sind, die Beziehungen: 


o=060= ewipr, (30) 


: he dy 3y* 
a e VE — p ah (31) 


gelten. 

Formel (30) hat SCHRÖDINGER in seinen berühmten Arbeiten zur Wellen- 
mechanik vorgeschlagen. Er betrachtete dort ô als wirkliche Ladungsdichte. 
Formel (31) wurde in einer etwas allgemeineren Form zuerst von GORDON 
in seiner Arbeit über den Comrproneffekt angegeben. 
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